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Forord
Denne oppgaven er skrevet over ett semester som en avsluttende masteroppgave for studiet Bygg-
og Miljøteknikk ved NTNU i Trondheim.
I sommerjobb hos bruseksjonen i Vegdirektoratet fikk jeg bekreftet min interesse for broer. I
prosjektoppgaven ble derfor broer et naturlig hovedtema. Den gangen sto oppbyggingen av en
Abaqus-modell for mesteparten av tidsforbruket. I masteroppgaven ønsket jeg a˚ g˚a dypere inn
i teorien bak dynamiske instabiliteter. Jeg har delt tiden likt mellom litteraturstudie og arbeid
med diverse programmer. Etter 20 ukers arbeid sitter jeg igjen med en voksende interesse og
fascinasjon for broer.
Jeg vil takke Einar Strømmen for veiledning og god litteratur. Vegdirektoratet har bidratt med
nyttige innspill og delt resultater fra mange a˚rs forskning. Fra bruseksjonen ønsker jeg spesielt a˚
takke Bjørn Isaksen og Kristian Berntsen. Jeg vil ogs˚a rette en takk til familien min og Bjørnar
Byberg for korrekturlesing samt nyttige innspill underveis.
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“Although this leap into the hitherto unknown domain of man-made spans is a giant
step, it is not in any way a leap in the dark”.
- Guiseppe Fiammenghi
Sammendrag
Som en del av fergefri E39 undersøkes det muligheten for en fast forbindelse over Sognefjorden.
Et av alternativene er en hengebro med et hovedspenn p˚a 3700 m. Dette spennet vil bli nesten
dobbelt s˚a langt som verdens lengste eksisterende hovedspenn. Naturlig nok vil det derfor oppst˚a
helt nye utfordringer innenfor blant annet stabilitet. Denne oppgaven omhandler de aerodynamiske
egenskapene til en slik grensesprengende konstruksjon, spesielt med tanke p˚a avstivningsbæreren.
Oppgaven begynner med et litteraturstudium. Hengebroers virkema˚te blir presentert samt
spesielle utfordringer ved lange spenn. Deretter presenteres metoden for utregning av
horisontalkraft i hovedkablene. Instabilitets-fenomenene som oppst˚ar for et brotverrsnitt
gjennomg˚as: statisk divergens, dynamisk instabilitet i vertikalretning, dynamisk instabilitet i
torsjon og flutter. Virvelavløsning beskrives, samt konstruksjonselementene som brukes for a˚
unng˚a dette. Innvirkningen av avstivningsbæreren blir utforsket, og tre gunstige utforminger blir
presentert. Hovedelementene til konstruksjonen har blitt oppgitt fra Vegdirektoratet. For a˚
verifisere gjennomførbarheten til konstruksjonen blir kapasiteten til hovedkablene regnet ut og
sammenlignet med den dimensjonerende kraften i hovedkablene. Deretter blir dataprogrammet
Alvsat benyttet for a˚ finne egenfrekvenser og egenmoder. Til slutt regnes stabilitetsgrensen for
de ulike avstivningsbærerne ut.
Avstivningsbæreren er et splittet kassetverrsnitt som best˚ar av to kassetverrsnitt koblet sammen
ved hjelp av en tverrstiver. Parameteren som varieres er senteravstanden mellom de to kassene.
Denne er enten 15 m, 20 m eller 30 m. Beregninger viser at grensen for dynamisk instabilitet
endrer seg for de ulike avstivningsbærerne. For senteravstand 15 m mellom kassene blir flutter
dimensjonerende og oppst˚ar ved en vindhastighet p˚a 74 m/s. For senteravstand 20 m mellom
kassene vil dynamisk instabilitet i torsjon være dimensjonerende. Dette oppst˚ar ved en
vindhastighet p˚a 107 m/s. Flutter vil ogs˚a oppst˚a for denne utformingen, men blir ikke
dimensjonerende. Noe overraskende oppn˚as det ingen stabilitetsgrense for avstivningsbæreren
med 30 m senteravstand.
Selve utførelsen av avstivningsbæreren vil dermed ha stor betydning for broens dynamiske
egenskaper og p˚avirke den dimensjonerende vindhastigheten.
Selv om det ikke har blitt utført vindma˚linger ved plasseringen av broen over Sognefjorden ble det
brukt 58 m/s p˚a Hardangerbrua. Den dimensjonerende vindhastigheten virker derfor tilstrekkelig
for de tre utførelsene av avstivningsbæreren. Effekten av en massedemper har ikke blitt undersøkt,
men en massedemper vil kunne redusere responsen.
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Summary
Significant research has been made to explore the feasability of the Coastal Highway Route E39.
The most challenging part is the crossing of the Sognefjord. One of the proposals is a suspension
bridge with a main span of 3700 m. This is almost twice the size of the current longest span.
New challenges will emerge, especially considering aerodynamic stability.
This thesis starts with a theoretical study of the relevant dynamic instability phenomena. Four
phenomena are discussed: static divergence, galloping, dynamic stability limit in torsion and
flutter. The general behavior of suspension bridges aswell as challenges specific to long spans is
also discussed. Then Alvsat is employed to calculate the bridge’s eigenfrequencies and eigenmodes.
These are necessary when the thesis proceedes to determine the stability limit for three designs
of the bridge cross section.
The three different bridge cross sections each consist of two box girders connected together using
transverse girders. This configuration is called a split box girder. What sets the split box girders
apart is the distance between the center of gravity of the split boxes. This distance is either 15
m, 20 m or 30 m. Calculations show that the dynamic stability limit will vary for the different
cross sections. When the distance is 15 m flutter will occur at 74 m/s. When the distance is 20
m dynamic stability limit in torsion will occur at 124 m/s. However, for the cross section with 30
m distance no stability limit seem to occur.
The design of the bridge cross section will influence the aerodynamic properties of the bridge and
thus the design wind velocity.
The Hardanger Bridge was made to withstand a wind velocity of 57.9 m/s. The critical wind
speed seems sufficiently high for all the box girders. The effect of a tuned mass damper has thus
not been evaluated, also due to a lack of time.
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Kapittel 1
Innledning
I litteraturen som omhandler lange hengebroer brukes ofte utrykket: “state of the art”. Dette
beskriver teknologi som utfordrer det som er mulig i en tidsperiode. Det brukes gjerne om
ingeniørkunst og er beskrivende for utviklingen av hengebroer. Med Hardangerbrua snart
ferdigstilt og mulighetsstudie for broen over Sognefjorden er Norge med p˚a a˚ flytte grensene
innen brobygging.
Rekorden for lengste hovedspenn holdes av Akashi-Kaikyo-broen som er 1991 m. En hengebro
over Sognefjorden vil ha et hovedspenn p˚a 3700 m. Med nær dobling av spennet følger ogs˚a
usikkerhetsmomenter. Denne oppgaven vurderer de dynamiske utfordringene ved lange spenn.
Mye forskning har allerede blitt utført p˚a Messina-broen, en prosjektert hengebro i Italia med et
hovedspenn p˚a 3300 m. Selv om Messina-broen foreløpig ikke har blitt bygget, tyder
prosjekteringen p˚a at et slikt prosjekt kan gjennomføres.
Forma˚let med oppgaven er a˚ undersøke stabiliteten til en eventuell hengebro over Sognefjorden.
Først blir kapasiteten til bærekablene sjekket. Deretter vurderes ulike utforminger av
avstivningsbæreren for s˚a a˚ regne ut de tilhørende egenfrekvensene til konstruksjonen. Til slutt
regnes stabilitetsgrensene ut for de ulike alternative avstivningsbærere ved fire forskjellige
instabilitetsfenomener.
1

Kapittel 2
Teoretisk grunnlag
I dette kapittelet blir teorien som brukes videre i oppgaven presentert. Etter a˚ ha diskutert generelt
om hengebruer blir det skissert en metode for a˚ regne ut horisontalkraften i en bærekabel.
Deretter presenteres de dynamiske egenskapene til avstivningsbæreren. Først blir hensikten med de
aerodynamiske deriverte forklart. Disse har betydning for hvilke bevegelsesinduserte instabiliteter
som vil oppst˚a. Virvelavløsning vil kunne føre til store bevegelser og det blir forklart hvordan dette
fenomenet kan unng˚as.
Avstivningsbæreren i oppgaven vil være et splittet kassetverrsnitt hvor det er tre alternativer for
avstanden mellom kassene. Senteravstanden varieres mellom 15 m, 20 m og 30 m (senere henvist
til som c/c 15, c/c 20 og c/c 30). Egenskapene til ulike tverrsnitt blir utdypet.
Til slutt presenteres p˚avirkningen av en passiv massedemper p˚a konstruksjonen samt Galerkins
metode implementert i Alvsat.
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2.1 Generelt om hengebroer
De fleste norske hengebroer er slanke siden de best˚ar av kun to kjørefelt. I tillegg, for a˚ redusere
byggekostnadene knyttet til en stiv utførelse ble det mellom 1912 og 1939 forsøkt a˚ lage mer
fleksible hengebroer. I 1990 ble spisskassetverrsnitt utredet grunnet økonomi, vedlikehold og
høyere torsjonsstivhet. I 1992 ble den første norske hengebroen med spisskassetverrsnitt,
Gjemnessundbrua, fullført. [1].
En modell av en norsk hengebro er vist i Figur 2.1.
Figur 2.1: Gjemnessundbrua modellert i Abaqus
Hengebroer som bygges i Norge i dag best˚ar gjerne av følgende elementer:
1. Avstivningsbærer, ofte to-felts brobane best˚aende av spisskassetverrsnitt.
2. Ta˚rn, ofte utført i armert betong.
3. Hovedkabler som strekker seg mellom t˚arnene.
4. Hengekabler som binder brodekket og hovedkablene sammen.
5. Forankring av hovedkablene, ofte utført i fjell.
2.1.1 Virkema˚te
I en hengebro overføres kreftene fra brobanen via hengekablene til bærekablene. Deretter blir de
vertikale kreftene hovedsaklig tatt opp av t˚arnet, mens de horisontale kreftene blir tatt opp av
forankringen. For lange hengebroer kan det antas at brobanen kun overfører krefter til kablene,
og at brobanen ikke overfører krefter direkte til t˚arnet [2]. Statikken er illustrert i Figur 2.2.
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Figur 2.2: Virkema˚te til en hengebro [3]
Kreftene som virker p˚a brobanen best˚ar av egenlast, trafikklast, vindlast samt en dynamisk
komponent. Norske hengebroer er som oftest relativt fleksible noe som fører til betydelig strekk
i kablene og stor geometrisk stivhet.
Stivheten til kablene i en hengebro best˚ar av en geometrisk stivhet og en materialstivhet, se
Ligning 2.1.
k = km + kg (2.1)
hvor: - k er kablenes totale stivhet.
- km er kablenes materialstivhet.
- kg er kablenes geometriske stivhet.
I tillegg er utformingen p˚a avstivningsbæreren av betydning for de aerodynamiske egenskapene
til broen. Dette blir sett nærmere p˚a i Avsnitt 2.6 [1].
2.1.2 Egenskaper til lange hengebroer
Stivhet
For korte spenn er stivhetsbidraget fra b˚ade brobanen og kablene betydelig. For lange hengebroer
er hovedkablene desidert viktigst for stivheten av konstruksjonen. Dette er fordi vekten av kabler
øker med størrelsen p˚a spennet, mens vekten av brobanen per løpemeter er mindre avhengig av
spennet. Denne tendensen er vist i Figur 2.3 [2].
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Figur 2.3: Andel av last tatt opp av brodekket som funksjon av spenn [2]
Akashi-Kaikyo-brobanen er et fagverktverrsnitt mens Messina-broen er prosjektert med et splittet
kassetverrsnitt.
Kabler
En utfordring med lange hengebroer er den økende vekten av kablene. For broen over Sognefjorden
er den gjennomsnittlige vekten av kablene og avstivningsbæreren henholdsvis 20 og 15 tonn per
løpemeter bro i hovedspennet . Dette tilsier at for hver kilo i avstivningsbæreren er det prosjektert
en kabelvekt p˚a over 1.3 kilo. Eksempler fra andre broer er gitt i Tabell 2.1 [1].
Tabell 2.1: Vekt av avstivningsbærer og kabler for broer med ulikt hovedspenn
Bro Hovedspenn Vekt av avstivningsbærer Vekt av kabler Forholdstall
[m] [kg/m] [kg/m]
Akashi Kaikyo 1991 23 · 103 12 · 103 0.5
Messina (ikke bygget) 3300 18 · 103 32 · 103 1.8
Sognefjord c/c 20 3700 15 · 103 20 · 103 1.3
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Etterhvert som lengden p˚a broen øker, vil det komme et punkt der kablene kun bærer sin egen
vekt. Dette vil definere den teoretiske grensen for maksimal lengde av hovedspennet. For a˚
forskyve denne grensen er det viktigste hjelpemiddelet sterkere materialer. I denne oppgaven
brukes det st˚alkabler med en fasthet p˚a 1770 N/mm2. Dette er den maksimale tillatte fastheten
for prosjektering etter dagens standarder [4]. I Figur 2.4 er nødvendig kabelareal vist for økende
hovedspenn.
Figur 2.4: Areal av kabel som funksjon av spenn [2]
Av Figur 2.4 kommer det frem at den teoretiske grensen p˚a hovedspennet er rundt 7000 m. Ved
utvikling av bedre materialteknologi vil grensen for det mulige bli flyttet.
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2.2 Horisontalkraft i bærekabel
En av inngangsparametrene i Alvsat er verdien p˚a strekkraften, H¯ i en bærekabel. I dette avsnittet
er metoden for a˚ regne denne ut skissert [5].
I Figur 2.5 er lastene p˚a et hovedkabel-inkrement vist.
Figur 2.5: Inkrement av hovedkabel [5]
hvor: - mc er vekten av en hovedkabel samt halve vekten av de tilhørende hengekablene.
- mz er vekten av brobanen samt halve vekten av de tilhørende hengekablene.
- V¯ er vertikalkraften.
- dV¯ er endringen i vertikalkraften.
- dzc er lengden av inkrementet i vertikalretning.
- dx er lengden av inkrementet i horisontalretning.
- g er tyngdens akselerasjon.
Ved a˚ ta vertikal likevekt for Figur 2.5 f˚as endringen i vertikalkraft, dV¯ .
dV¯ = (mcds+
1
2mzdx)g (2.2)
Her er lengden av inkrementet, ds, gitt i Ligning 2.3.
ds2 = dx2 + dz2c (2.3)
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Deretter tas global likevekt til halve lengden av en hovedkabel. Figur 2.6 viser kreftene som virker
p˚a denne.
Figur 2.6: Horisontalkraft i hovedkabel [5]
hvor: - ec er kabelheng av hovedkabel.
- H¯ er horisontalkraften.
- A er punktet i toppen av t˚arnet.
Ved a˚ ta momentlikevekten om punkt A i Figur 2.6 og sette denne lik null, finnes Ligning 2.4 og
2.5.
∑
MA = 0 (2.4)
→ H¯ec =
L/2∫
0
(mz2 dx+mcds)gx = g
L/2∫
0
(mz2 +mc
ds
dx
)xdx (2.5)
Ved a˚ kombinere Ligning 2.3 og 2.5 utledes Ligning 2.6. Denne tilnærmes til Ligning 2.7.
→ H¯ec = g
L/2∫
0
mz2 +mc
√√√√1 + (dzc
dx
)2xdx (2.6)
≈ g
L/2∫
0
mz2 +mc
(
1 + 12z
′2
c
)xdx (2.7)
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Ved a˚ innføre zc ≈ 4ec xL(1− xL) f˚as Ligning 2.8. Utledningen av zc er ikke gitt her, men den
kan finnes i sin helhet i litteraturen [5].
H¯ec
g
= mz2
L/2∫
0
xdx+mc
L/2∫
0
1 + 8(ec
L
)2(
1− 2x
L
)2xdx (2.8)
= mzL
2
16 +
mcL
2
8
1 + 43
(ec
L
)2
(2.9)
→ H¯ = mzgL
2
16ec
1 + 2mcmz
1 + 43
(ec
L
)2
 (2.10)
Ligning 2.10 brukes videre i Avsnitt 3.1 for a˚ beregne den endelige verdien av horisontalkraften.
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2.3 Aerodynamiske deriverte
2.3.1 Generelt
De aerodynamiske deriverte beskriver vindstrømningen rundt et tverrsnitt og avhenger av den
ytre formen til tverrsnittet. For en gitt avstivningsbærer kan de aerodynamiske deriverte finnes
ved hjelp av vindtunneltester. Mange slike tester har blitt gjort ved NTNU p˚a oppdrag fra Statens
Vegvesen, for eksempel for Hardangerbrua [3].
Aerodynamiske deriverte blir vanligvis gitt som en funksjon av den dimensjonsløse reduserte
vindhastigheten Vˆ , gitt i Ligning 2.11 [6].
Vˆ = V
Bωi(V )
(2.11)
hvor: - V er vindhastigheten.
- B er bredden av brobanen.
- ωi(V ) er egenfrekvensen til broen for en gitt vindhastighet V .
Det er de dimensjonsløse koeffisientene gitt i Ligning 2.12 som vanligvis blir kalt aerodynamiske
deriverte. Det kommer frem av Ligning 2.12 at de aerodynamiske deriverte er funksjoner av den
reduserte hastigheten gitt i Ligning 2.11 [7].

P ∗1 H∗1 A∗1
P ∗2 H∗2 A∗2
P ∗3 H∗3 A∗3
P ∗4 H∗4 A∗4
P ∗5 H∗5 A∗5
P ∗6 H∗6 A∗6

=

−2C¯DDB Vˆ −(C
′
L + C¯DDB )Vˆ −C
′
M Vˆ
0 0 0
C ′D
D
B Vˆ
2 C
′
LVˆ
2 C
′
M Vˆ
2
0 0 0
(C¯L − C ′DDB )Vˆ −2C¯LVˆ −2C¯M Vˆ
0 0 0

(2.12)
hvor: - D er dybden av avstivningsbæreren.
- C¯D er dragkoeffisienten for brobjelken.
- C¯
′
D er gradienten av dragkoeffisienten for brobjelken.
- C¯L er løftkoeffisienten for brobjelken.
- C¯
′
L er gradienten av løftkoeffisienten for brobjelken.
- C¯M er momentkoeffisienten for brobjelken.
- C¯
′
M er gradienten av momentkoeffisienten for brobjelken.
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Na˚r de aerodynamiske deriverte er bestemt brukes de til a˚ finne de aerodynamiske dempnings-
og stivhets-matrisene [7].
Cˆae =

P ∗1 P ∗5 BP ∗2
H∗5 H∗1 BH∗2
BA∗5 BA∗1 B2A∗2
 Kˆae =

P ∗4 P ∗6 BP ∗3
H∗6 H∗4 BH∗3
BA∗6 BA∗4 B2A∗3
 (2.13)
2.3.2 Flat plate
For en flat plate blir de aerodynamiske deriverte som gitt i Ligning 2.14 [7].

H∗1 A∗1
H∗2 A∗2
H∗3 A∗3
H∗4 A∗4
 =

−2piF Vˆi −pi2FVˆi
pi
2 (1 + F + 4GVˆi)Vˆi −
pi
8 (1− F − 4GVˆi)Vˆi
2pi(FVˆi −G/4)Vˆi pi2 (FVˆi −G/4)Vˆi
pi
2 (1 + 4GVˆi)
pi
2GVˆi

(2.14)
Her er F og G gitt av Ligning 2.15 og 2.16.
F
(ωˆi
2
)
= J1 · (J1 + Y0) + Y1 · (Y1 − J0)(J1 + Y0)2 + (Y1 − J0)2 (2.15)
G
(ωˆi
2
)
= − J1 · J0 + Y1 · Y0(J1 + Y0)2 + (Y1 − J0)2 (2.16)
F og G er henholdsvis den reelle og den imaginære delen av Theodorsens sirkulasjons-funksjoner.
Jn og Yn er henholdsvis første og andre type Bessel funksjoner av orden n. De aerodynamiske
deriverte for en flat plate er vist i Figur 2.7, og blir brukt i Avsnitt 6.1.4. Beregningsprogrammet
for de aerodynamiske deriverte er gitt i Tillegg A.1.
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Figur 2.7: Aerodynamiske deriverte for en flat plate
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2.4 Bevegelsesinduserte instabiliteter
2.4.1 Aerodynamisk stabilitet av slanke broer
I november 1940 kollapset Tacoma Narrows-broen etter a˚ ha blitt utsatt for en vindlast p˚a 64
km/t. Det ble fort klart at broens aerodynamiske egenskaper var a˚rsaken. Hendelsen satt for
alvor i gang forskning p˚a broers aerodynamikk. Den dynamiske vindlasten er en betydelig del av
kreftene en bro kan bli utsatt for - og dimensjonerende i enkelte tilfeller [1].
Ba˚de vertikale- og torsjons-egenfrekvenser varierer med vindhastigheten. De aerodynamiske
deriverte avhenger av responsen som igjen avhenger av egenfrekvensene. Siden de
aerodynamiske deriverte p˚avirker stivheten til systemet, og dermed egenfrekvensene, er
iterasjoner nødvendig for a˚ finne den dimensjonerende vindhastigheten [6].
I de følgende avsnittene er ulike typer dynamisk instabilitet presentert. Ligningene som brukes
senere i oppgaven er gitt, uten en detaljert gjennomgang av alle utledningene. Teorien er hentet
fra “Theory of Bridge Aerodynamics” [7] og det henvises til denne boken for ytterligere detaljer.
Over en gitt middelvindhastighet vil responsen øke kraftig selv ved en marginal økning i
middelvindhastighet. Slik ustabil oppførsel er vist i Figur 2.8 [7].
Figur 2.8: Typisk respons som funksjon av middelvindhastighet [7]
Enhver stabilitetsgrense kan finnes ved hjelp av impedansmatrisen gitt i Ligning 2.17 [7].
Eˆη(ω, V ) =
{
I− κae −
(
ω · diag
[ 1
ωi
])2
+ 2iω · diag
[ 1
ωi
](
ζ − ζae
)}
(2.17)
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Her er ζae aerodynamisk dempning, ζ er dempning i konstruksjonen, mens κae er det
aerodynamiske bidraget til systemets stivhet.
For et brotverrsnitt finnes det fire ulike typer instabilitets-fenomener.
1. Statisk divergens
2. Dynamisk instabilitet i vertikalretning
3. Dynamisk instabilitet i torsjon
4. Flutter, koblede vertikal- og torsjonsvingninger
Disse instabilitets-fenomenene er enten vertikale, horisontale eller en kombinasjon. Horisontal-
forskyvning er ikke aktuelt. Som en forenkling kan det derfor antas at de to eneste modene som
er nødvendige a˚ ta i betraktning er moden i vertikalretning med lavest egenfrekvens, φ1(x) og
moden i torsjon med lavest egenfrekvens φ2(x). Begge er gitt i Ligning 2.18 [7].
φ1(x) = [0 φz 0]T1 (2.18)
φ2(x) = [0 0 φθ]T2
hvor: - ω1 = ωz er egenfrekvensen til φ1(x).
- ω2 = ωθ er egenfrekvensen til φ2(x).
- ζ1 = ζz er dempingen av φ1(x).
- ζ2 = ζθ er dempingen av φ2(x).
- m˜1 = m˜z er den modale massen til φ1(x).
- m˜2 = m˜θ er den modale massen til φ2(x).
Ved a˚ skrive ut impedansmatrisen gitt i Ligning 2.17 med hensyn til disse to modene f˚as Ligning
2.19. ωr er egenfrekvensen til konstruksjonen ved resonans [7].
Eˆη(ωr, Vcr) =

1 00 1
−
κaezz κaezθκaeθz κaeθθ
−
(ωr/ωz)
2 0
0 (ωr/ωθ)2
 (2.19)
+2i
ωr/ωz 00 ωr/ωθ
 ·
ζz − ζaezz −ζaezθ−ζaeθz ζθ − ζaezθ


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hvor:
κaezz =
ρB2
2m˜z
(ωz(V )
ωz
)2
H∗4
∫
Lexp
φ2zdx∫
L
φ2zdx
(2.20)
κaezθ =
ρB3
2m˜z
(ωz(V )
ωz
)2
H∗3
∫
Lexp
φzφθdx∫
L
φ2zdx
(2.21)
κaeθθ =
ρB4
2m˜θ
(ωθ(V )
ωθ
)2
A∗3
∫
Lexp
φ2θdx∫
L
φ2θdx
(2.22)
κaeθz =
ρB3
2m˜θ
(ωθ(V )
ωθ
)2
A∗4
∫
Lexp
φθφzdx∫
L
φ2θdx
(2.23)
ζaezz =
ρB2
4m˜z
ωz(V )
ωz
H∗1
∫
Lexp
φ2zdx∫
L
φ2zdx
(2.24)
ζaezθ =
ρB3
4m˜z
ωz(V )
ωz
H∗2
∫
Lexp
φzφθdx∫
L
φ2zdx
(2.25)
ζaeθθ =
ρB4
4m˜θ
ωθ(V )
ωθ
A∗2
∫
Lexp
φ2θdx∫
L
φ2θdx
(2.26)
ζaeθz =
ρB3
4m˜θ
ωθ(V )
ωθ
A∗1
∫
Lexp
φθφzdx∫
L
φ2θdx
(2.27)
Her er L lik lengden av brospennet, mens Lexp er lengden av brospennet som er utsatt for vind.
2.4.2 Statisk divergens
Det antas at φ2 som vist i Ligning 2.18 er modeformen i torsjon med lavest egenfrekvens.
Problemet er statisk n˚ar ωr = 0. Stabilitetsproblemet oppst˚ar n˚ar systemet mister stivhet i
torsjon p˚a grunn av effekten fra luftstrømningen. Ligning 2.19 forenkles til Ligning 2.28.
Eˆη(ωr = 0, Vcr) = 1− κaeθθ (2.28)
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Fra Ligning 2.22 f˚as betingelsen for stabilitetsgrensen for statisk divergens gitt i Ligning 2.29.
ρB4
2m˜θ
(ωθ(Vcr)
ωθ
)2
A∗3
∫
Lexp
φ2θdx∫
L
φ2θdx
= 1 (2.29)
Siden problemet er statisk kan A∗3 fra Ligning 2.12 brukes og utrykket for Vcr er gitt i Ligning
2.30.
Vcr = ωθB
 2m˜θ
ρB4C
′
M
∫
L
φ2θdx∫
Lexp
φ2θdx

1/2
(2.30)
2.4.3 Dynamisk instabilitet i vertikalretning
Det antas at φ1 som vist i Ligning 2.18 er modeformen i vertikalretning med lavest egenfrekvens.
Resonansfrekvensen til denne moden er alts˚a ωz(Vcr) = ωr. Impedansen gitt i Ligning 2.19
kan forenkles til Ligning 2.31.
Eˆη
(
ωz(vcr), Vcr
)
= 1− κaezz −
(ωr
ωz
)2 + 2i(ζz − ζaezz)ωrωz (2.31)
Her er κaezz og ζaezz gitt i henholdsvis Ligning 2.20 og Ligning 2.24. Ba˚de den reelle delen
og den imaginære delen av Ligning 2.31 ma˚ være lik null og den dynamiske stabilitetsgrensen er
definert i Ligning 2.32 og 2.33.
ωr = ωz
1 + ρB22m˜zH∗4
∫
Lexp
φ2zdx∫
L
φ2zdx

−1/2
(2.32)
ζz = ζaezz =
ρB2
4m˜z
ωz(V )
ωz
H∗1
∫
Lexp
φ2zdx∫
L
φ2zdx
(2.33)
Denne typen instabilitet heter galloping og kan kun oppst˚a hvis H∗1 er positiv. Ved a˚ bruke
verdiene gitt i Ligning 2.12 blir ωr = ωz siden H∗4 = 0. Den kvasi-statiske kritiske
vindhastigheten blir som gitt i Ligning 2.34 [7].
Vcr = Bωz
 ζz−(C ′L + C¯D ·D/B)
4m˜z
ρB2
∫
L
φ2zdx∫
Lexp
φ2zdx
 (2.34)
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Ifølge en analytisk løsning utledet av den Hartog kan en dynamisk instabilitet i vertikalretning
kun oppst˚a hvis Ligning 2.35 er oppfylt [7].
C
′
L < −C¯D ·D/B (2.35)
2.4.4 Dynamisk instabilitet i torsjon
I likhet med dynamisk instabilitet i vertikalretning fra Avsnitt 2.4.3 innebærer dynamisk instabilitet
i torsjon at kun e´n mode er i bevegelse [7].
Det antas at φ2 som vist i Ligning 2.18 er modeformen i torsjon med lavest egenfrekvens.
Resonansfrekvensen til denne moden er alts˚a ωθ(Vcr) = ωr. Impedansen gitt i Ligning 2.19 kan
forenkles til Ligning 2.36 [7].
Eˆη
(
ωθ(vcr), Vcr
)
= 1− κaeθθ −
(ωr
ωθ
)2 + 2i(ζθ − ζaeθθ)ωrωθ (2.36)
Her er κaeθθ og ζaeθθ gitt i henholdsvis Ligning 2.22 og Ligning 2.26. Ba˚de den reelle delen
og den imaginære delen av Ligning 2.36 ma˚ være lik null og den dynamiske stabilitetsgrensen er
definert i Ligning 2.37 og 2.38.
ωr = ωθ
1 + ρB42m˜θA∗3
∫
Lexp
φ2θdx∫
L
φ2θdx

−1/2
(2.37)
ζθ = ζaeθθ =
ρB4
4m˜θ
ωr
ωθ
A∗2
∫
Lexp
φ2θdx∫
L
φ2θdx
(2.38)
Instabilitet i torsjon kan derfor kun oppst˚a hvis A∗2 blir positiv. A∗2 avhenger av den kritiske
vindhastigheten, som da vil definere n˚ar instabilitet i torsjon kan oppst˚a.
2.4.5 Koblede vertikal- og torsjonsvingninger: Flutter
For at flutter skal oppst˚a ma˚ to moder samhandle. Modene som samhandler i flutter ma˚ være
formlike. I tillegg blir sannsynligheten for at det oppst˚ar flutter større jo likere egenfrekvensene
er. Det vil si at n˚ar frekvensforholdet ωθ/ωz nærmer seg 1 er det viktigere a˚ ta hensyn til
muligheten for flutter [7]. Dette kan unng˚as ved hjelp av hensiktsmessige tverrsnitt, som blir
studert nærmere i Kapittel 4. Som en tommelfingerregel er det ønskelig med et frekvensforhold
over 2.5 [3]. Frekvensforholdet for ulike broer er vist i Figur 2.2. Med et hovedspenn p˚a 3700
m vil broen over Sognefjorden ha et svært lavt frekvensforhold, hvis utviklingen vist i Tabell 2.2
fortsetter.
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Tabell 2.2: Frekvensforhold for ulike broer [2]
Bro Hovedspenn [m] Tverrsnittstype Frekvensforhold
Severn 988 Kasse 2.65
Humber 1410 Kasse 2.80
Storebælt 1624 Kasse 2.79
Akashi 1991 Fagverk 2.35
Messina (ikke bygget) 3300 Splittet kasse 1.36
Det er mulig a˚ ha et frekvensforhold under 2.5 hvis de dynamiske egenskapene til tverrsnittet
tillater det [3]. Det er gjort i prosjekteringen til Messina-broen. Dette utforskes nærmere i Avsnitt
6.1.4. For lange broer er flutter svært relevant og kan vise seg a˚ være dimensjonerende for den
kritiske vindhastigheten. Lange broer er mer utsatt for flutter siden hovedkablene bidrar mer til
svingeformene og egenfrekvensene blir likere [6].
Fra Ligning 2.19 kommer det frem at det er via κaezθ og κaeθz at φ1 og φ2 fra Ligning 2.18
samhandler.
Stabilitetsgrensen ved flutter er definert ved at absoluttverdien til determinanten til
impedansmatrisen blir null, som vist i Ligning 2.39 [7].
∣∣∣det(Eˆη(ωr, Vcr))∣∣∣ = 0 (2.39)
For a˚ løse Ligning 2.39 er det gunstig a˚ dele Eˆη opp i fire deler som vist i Ligning 2.40 - 2.42.
Eˆη = Eˆ1 + Eˆ2 + 2i(Eˆ3 + Eˆ4) (2.40)
Eˆ1 =
1− κaezz − (ωr/ωz)2 0−κaeθz 0
 Eˆ2 =
0 −κaezθ0 1− κaeθθ − (ωr/ωθ)2
 (2.41)
Eˆ3 =
(ζz − ζaezz) · ωr/ωz 0−ζaeθz · ωr/ωθ 0
 Eˆ4 =
0 −ζaezθ · ωr/ωz0 (ζθ − ζaeθθ) · ωr/ωθ
 (2.42)
Her er κ og ζ gitt i Ligning 2.20 - 2.27. Stabilitets-grensen er definert av Ligning 2.43 og 2.44.
Ved stabilitetsgrensen blir systemet utsatt for den kritiske vindhastigheten. Det er viktig at denne
er større enn maksimal vindhastighet broen kan bli utsatt for.
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Re(det(Eˆη)) = det(Eˆ1 + Eˆ2)− 4 · det(Eˆ3 + Eˆ4) = 0 (2.43)
Im(det(Eˆη)) = 2(det(Eˆ1 + Eˆ4) + det(Eˆ2 + Eˆ3)) = 0 (2.44)
For a˚ forenkle de aerodynamiske bidragene til stivhet og demping gitt i Ligning 2.20 - 2.27, antas
følgende [7]:
1. Hele lengden av brospennet er utsatt for vind: Lexp = L.
2. Egenfrekvensene ωθ og ωz blir like ved den kritiske vindhastigheten og kalles ωr:
ωθ(Vcr) = ωz(Vcr) = ωr (2.45)
3. Følgende notasjoner innføres:
βz =
ρB2
m˜z
, βθ =
ρB4
m˜θ
, γ = ωθ
ωz
, ωˆr =
ωr
ωθ
(2.46)
Ligning 2.20 - 2.27 forenkles til Ligning 2.47 - 2.50.
κaezz =
βz
2 H
∗
4γ
2ωˆ2r κaezθ =
βz
2 BH
∗
3γ
2ωˆ2r (2.47)
κaeθθ =
βθ
2 A
∗
3ωˆ
2
r κaeθz =
βθ
2
1
B
A∗4ωˆ2r (2.48)
ζaezz =
βz
4 H
∗
1γωˆr ζaezθ =
βz
4 BH
∗
2γωˆr (2.49)
ζaeθθ =
βθ
4 A
∗
2ωˆr ζaeθz =
βθ
4
1
B
A∗1ωˆr (2.50)
Det trengs iterasjoner for a˚ finne flutter-hastigheten siden de aerodynamiske deriverte kun kan
finnes hvis ωr og Vcr er kjent.
Ved a˚ innføre Ligning 2.47 - 2.50 i Ligning 2.43 og 2.44 oppn˚as et mer h˚andterbart kriterium for
stabilitetsgrensen. Ligning 2.51 og 2.52 løses ved a˚ variere b˚ade Vcr og ωr til den reelle og den
imaginære delen av impedansmatrisen blir null samtidig.
Re(det(Eˆη)) =1− (1 + γ2 + 4γζzζθ +
βz
2 γ
2H∗4 +
βθ
2 A
∗
3)ωˆ2r (2.51)
+ γ(ζθβzγH∗1 + ζzβθA∗2)ωˆ3r
+ γ2
[
1 + βz2 H
∗
4 +
βθ
2 A
∗
3 +
βzβθ
4 (A
∗
1H
∗
2
− A∗2H∗1 + A∗3H∗4 − A∗4H∗3 )
]
ωˆ4r = 0
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Im(det(Eˆη)) =2ωˆr
{
ζzγ + ζθ −
1
4(βzγ
2H∗1 + βθA∗2)ωˆr (2.52)
−
[
ζz(
βθ
2 A
∗
3 + γ) + ζθγ2(
βz
2 H
∗
4 + 1)
]
ωˆ2r
+ γ2
[βzβθ
8 (H
∗
1A
∗
3 −H∗2A∗4 −H∗3A∗1 +H∗4A∗2)
+ 14(βzH
∗
1 + βθA∗2)
]
ωˆ3r
}
= 0
Hvis ωθ/ωz > 1.5 kan Selbergs formel brukes for a˚ finne startverdien p˚a den kritiske
middelvindhastigheten for flutter gitt i Ligning 2.53 [8].
Vcr = 0.6Bωθ
(1− (ωz
ωθ
)2)(m˜zm˜θ)1/2
ρB3

1/2
(2.53)
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2.5 Virvelavløsning
Virvelavløsning kan føre til deformasjon av brodekket ved at virvler dannes vekselvis over og under
brobanen. Dette fører til store vertikale krefter som igjen vil føre til betydelige forskyvninger. I
Figur 2.9 er prinsippet bak virvelavløsning skissert.
Figur 2.9: Virvelavløsning [2]
Først dannes en virvel p˚a underkant av brodekket. Virvelen danner en nedadrettet kraft p˚a lo
side av broen. Deretter vandrer virvelen og den nedadrettede kraften mot midten av broen. Til
slutt har virvelen, som fortsatt virvler i samme retning, vandret til le side av brobanen. Den
nedadrettede kraften som dannes her gjør at le side blir dyttet ned og en ny virvel dannes p˚a
lo side, denne gangen over brobanen. Denne virvelen roterer i motsatt retning. Prosessen blir
gjentatt og brobanen vil bli utsatt for vridning frem og tilbake [2].
For a˚ unng˚a virvelavløsning kan det installeres plater p˚a gunstige steder av tverrsnittet. Disse
komponentene bryter luftstrømmen p˚a slik og virvler ikke etableres. En løsning er vist i Figur
2.10. Dette er foresl˚att gjort for broen over Sognefjorden [9].
Figur 2.10: Virvelavløsning-reduserende konstruksjonselementer [9]
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2.6 Innvirkning av tverrsnittstypen
Tverrsnittstypen har stor betydning for de aerodynamiske deriverte. Vekten av broen vil blant
annet variere og med dette de aerodynamiske egenskapene. For lange hengebroer blir kablenes
vekt dominerende [2]. Av Tabell 2.1 kom det frem at for b˚ade Messina-broen og broen over
Sognefjorden vil kablene veie mer enn avstivningsbæreren. Jo tyngre brobanen er, jo kraftigere
kabler blir nødvendig for a˚ bære den. Ved a˚ redusere vekten av avstivningsbæreren vil mengden
kabler reduseres betraktelig. Dette er en nødvendighet hvis lange hengebroer skal være økonomisk
gjennomførbart.
For lange broer vil det derfor være viktig a˚ ha en avstivningsbærer som er relativt lett. Lange
hengebroer byr ogs˚a p˚a utfordringer innen stabilitet og aerodynamiske egenskaper. Ulike
bevegelsesinduserte instabiliteter ble omtalt i Avsnitt 2.4.
For a˚ finne en løsning p˚a stabilitetsproblemet til lange hengebroer fokuserer forskningen p˚a tre
hovedomr˚ader [1].
1. Utvikling av torsjonsstive systemer
2. Utvikling av flutterfrie tverrsnitt
3. Integrering av dempere
2.6.1 Fagverktverrsnitt
Verdens lengste hovedspenn er 1991 m langt og inng˚ar i Akashi-Kaikyo-broen. Her er
avstivningsbæreren laget av fagverk, som vist i Figur 2.11.
Figur 2.11: Fagverktverrsnittet til Akashi-Kaikyo-broen [10]
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I vind-beregninger kan ofte et fagverk-tverrsnitt betraktes som en flat plate. Grunnen til dette
er at vinden strømmer gjennom luftrommene i fagverket. Interaksjon mellom konstruksjonens
bevegelse og vindstrømningen skaper store vertikale krefter. Fagverk er derfor mer utsatt for
statisk divergens [3].
Ingeniørene som st˚ar bak prosjekteringen av Messina-broen mener at et spenn p˚a 2000 m
sannsynligvis er p˚a grensen til hva som er gunstig a˚ utføre med et fagverk-tverrsnitt [2].
2.6.2 Spisskassetverrsnitt
Etter at Gjemnessundbrua ble bygget med spisskassetverrsnitt, har denne typen tverrsnitt blitt
flittig brukt. Tverrsnittet har mange positive egenskaper. For slanke hengebroer har et
spisskassetverrsnitt relativt god torsjonsstivhet samtidig som vekten er lav.
Konstruksjonskostnadene er relativt gunstige siden produksjonen er lite arbeidsintensiv og
elementene kan prefabrikkeres for deretter a˚ monteres p˚a stedet [3]. Østbroen i
Storebæltsambandet er utført som et kassetverrsnitt. Hovedspennet er p˚a 1624 m og er med
det verdens tredje lengste hovedspenn. En illustrasjon av tverrsnittet er vist i Figur 2.12.
Figur 2.12: Avstivningsbærer til Østbroen [1]
For veldig lange spenn derimot vil et enkelt spisskassetverrsnitt sannsynligvis ikke være
tilstrekkelig. Ved økt lengde p˚a spennet vil torsjonsstivheten bli for liten [2].
2.6.3 Splittet spisskassetverrsnitt
Dette tverrsnittet best˚ar av to eller flere spisskassetverrsnitt koblet sammen ved hjelp av
tverrbærere. Et eksempel i full skala brukt i vindtunneltester er vist i Figur 2.13.
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Figur 2.13: Avstivningsbærer med 30 m senteravstand [9]
I dette alternativet befinner mye av vekten til brobanen seg relativt langt fra massesenteret til
brobanen. Det gjør at tverrsnittet blir ekstremt torsjonsstivt. Luftrommet mellom kassene gjør
at kreftene fra vind blir betydelig redusert, sammenlignet med et stort lukket tverrsnitt. I tillegg
blir vekten av tverrsnittet lavt sett i forhold til torsjonsstivheten.
Messina-broen er foresl˚att utført ved hjelp av tre kassetverrsnitt, som vist i Figur 2.14.
Figur 2.14: Avstivningsbærer til Messina-broen [2]
Det midterste tverrsnittet blir s˚a a˚ si nøytralt med tanke p˚a luftstrømning. Det er plassert i et
omr˚adet med lav vertikal-kraft. I tillegg er det lavere enn de to andre kassene. Dette gjør at
tverrsnittet nesten vil oppføre seg som om kun de to ytterste kassene var tilstede. Dette er svært
gunstig med tanke p˚a krefter som følge av vind [2].
Verdens nest lengste bro, Xihoumenbroen, best˚ar ogs˚a av et splittet kassetverrsnitt med et
hovedspenn p˚a 1650 m. Tverrsnittet er vist i Figur 2.15.
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Figur 2.15: Avstivningsbærer til Xihoumenbroen [11]
Videre velges det tre ulike avstivningsbærere. Disse best˚ar av to koblede spisskassetverrsnitt, hvor
avstanden mellom senter av kassene varieres. Avstivningsbærerne blir presentert i Kapittel 4.
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2.7 Massedempere
Massedempere brukes for a˚ redusere responsen til en konstruksjon. Disse kan enten være aktive
eller passive. En aktiv massedemper er avhengig av ma˚lte input-verdier og tilpasser seg denne
informasjonen. En passiv massedemper derimot er ikke avhengig av input. Det er i dag et krav om
at den passive oppførselen til en bro skal føre til tilstrekkelig global sikkerhet. Aktive massedempere
kan derfor ikke inng˚a i dimensjonerende beregninger, men har enkelte bruksomr˚ader som for
eksempel a˚ øke levetiden til elementer eller i konstruksjons-fasen [2].
I dette avsnittet er en oversikt over deler av teorien som ligger bak forst˚aelsen av en harmonisk
massedemper. For de detaljerte utledningene refereres det til “Structural Dynamics” [5].
A˚ forutsi dempningen til et system er en stor utfordring og i praksis gjøres det kvalifiserte
gjetninger ved hjelp av resultater fra for eksempel vindtunneltesting [3].
En harmonisk massedemper, eller tuned mass damper (TMD), brukes for a˚ tilsette demping til
et system, uten a˚ endre stivheten. Na˚r et lineært elastisk system blir utsatt for en ubelastet
bevegelse, vil den oscillere i en harmonisk egensvingeform som minsker helt til systemet st˚ar
stille. Hvor lang tid denne prosessen vil ta avhenger av dempingen i systemet. Mange ulike kilder
bidrar til den totale dempingen og en av disse kan være en TMD. Spesielt kan resonante eller
nær resonante svingninger dempes effektivt ved hjelp av en TMD [5].
Figur 2.16: System med en frihetsgrad og en massedemper [5]
I Figur 2.16 er et system med en frihetsgrad og en massedemper vist. I matriseform blir
likevektsligningene som i Ligning 2.54.
M1 00 M1

r¨1r¨2
 +
C1 + C2 −C2−C2 C2

r˙1r˙2
 +
K1 +K2 −K2−K2 K2

r1r2
 =
R10
(2.54)
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Ved a˚ løse egenverdiproblemet og anta at M2 M1, f˚as egenverdiene gitt i Ligning 2.55.
ω1 ≈
√
K1/M1 (2.55)
ω2 ≈
√
K2/M2
Hensikten til en TMD blir tydelig ved a˚ plotte absoluttverdiene til frekvensresponsfunksjonen
Hˆ11(wˆ), vist i Figur 2.17. Den har en direkte sammenheng med den dynamiske responsen. Den
maksimale verdien til Hˆ11(wˆ) synker betraktelig n˚ar ω er nær egenverdien til systemet. Med
tanke p˚a at massen til massedemperen er under 1 % av den modale massen er effekten betydelig.
Figur 2.17: Frekvensresponsfunksjonen for et system med en frihetsgrad og en massedemper [5]
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2.8 Teori implementert i Alvsat
2.8.1 Galerkins metode
Galerkins metode er en generell metode som gir en tilnærmet løsning av komplekse systemer.
Ved a˚ gjøre differensial-ligningene til et system om til et egenverdiproblem forenkles problemet
betydelig. Metoden brukes i Alvsat for a˚ effektivisere programmet [12].
Utledningen i dette avsnittet baseres p˚a “Structural Dynamics“ [5].
Differensialligningen til et udempet og ubelastet dynamisk system i harmonisk bevegelse er gitt
av Ligning 2.56.
f(r, r¨) = 0 (2.56)
Deretter omgjøres Ligning 2.56 til et numerisk egenverdiproblem, som vist i Ligning 2.57.
A · a = 0 (2.57)
hvor a = [a1 ... ai ... aNψ ]
T er ukjente koeffisienter.
Det innføres en løsning som inneholder en lineær kombinasjon av ukjente koeffisienter ai og
tilhørende kjente funksjoner ψi(x) som vist i Ligning 2.58.
r ≈ Re
Nψ∑
i=1
ai · ψi(x) · eiωt (2.58)
Ved a˚ anvende metoden for vektede residualer i det funksjonelle omr˚adet (dvs over lengden,
overflaten eller volumet) f˚as den tilnærmede løsningen som gitt i Ligning 2.59. I denne utledningen
velges lengden, L, som det funksjonelle omr˚adet.
f
( Nψ∑
i=1
ai · ψi · eiωt
)
= 0 (2.59)
Dette gir et sett med numeriske ligninger som gitt i Ligning 2.57. Ligningene p˚a matriseform er
gitt i Ligning 2.60.
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
A11 ... A1j ... A1Nψ
...
. . .
... . .
. ...
Ai1 ... Aij ... AiNψ
... . .
. ...
. . .
...
ANω1 ... ANψj ... ANψNψ


a1
...
ai
...
aNψ

= 0 (2.60)
hvor:
Aij =
∫
L
ψi · f(ψj, ω)dx (2.61)
For at nøyaktigheten til denne løsningen skal være tilfredsstillende er det viktig at ψi(x) oppfyller
de geometriske randbetingelsene til systemet.
For a˚ illustrere bruksomr˚adet til Galerkins metode tas det som eksempel en ubelastet og udempet
kontinuerlig bjelke. Denne er fri til a˚ bevege seg kun i z-retning.
Differensial-ligningen til dette systemet antas kjent og er gitt i Ligning 2.62.
f(rz, r¨z) = mz · r¨z + EIy · r′′′′z = 0 (2.62)
Her antas det at mz og EIy er konstante over lengden L.
Den harmoniske løsningen er gitt i Ligning 2.63.
rz(x, t) = Re{[a1 · ψ1(x) + a2ψ2(x)] · eiωt} (2.63)
Ved a˚ kombinere Ligning 2.62 og 2.63 f˚as Ligning 2.64.
f(ai, ψi) = EIy(a1 · ψ
′′′′
1 + a2 · ψ
′′′′
2 )− ω2mz(a1 · ψ1 + a2 · ψ2) = 0 (2.64)
Ved a˚ multiplisere Ligning 2.64 med ψ1 og integrere over L f˚as Ligning 2.65.
EIy
∫
L
(a1 · ψ1 · ψ′′′′1 + a2 · ψ1 · ψ
′′′′
2 )dx (2.65)
−ω2mz
∫
L
(a1 · ψ21 + a2 · ψ1 · ψ2)dx = 0
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Tilsvarende ved a˚ multiplisere Ligning 2.64 med ψ2 og integrere over L f˚as Ligning 2.66.
EIy
∫
L
(a1 · ψ2 · ψ′′′′1 + a2 · ψ2 · ψ
′′′′
2 )dx (2.66)
−ω2mz
∫
L
(a1 · ψ2 · ψ1 + a2 · ψ22)dx = 0
Ligning 2.65 og 2.66 skrives p˚a matriseform i Ligning 2.67.
∫
L
{
EIy
ψ1ψ
′′′′
1 ψ1ψ
′′′′
2
ψ2ψ
′′′′
1 ψ2ψ
′′′′
2
− ω2mz
 ψ
2
1 ψ1ψ2
ψ2ψ1 ψ22
 }dx ·
a1a2
 =
00
 (2.67)
Ved a˚ utrykke ψ1 og ψ2 ved hjelp av den dimensjonsløse xˆ = x/L f˚as egenverdi-problemet gitt
i Ligning 2.68.
(A− λB)a = 0 (2.68)
hvor:
λ = ω2mzL4/EIy (2.69)
a = [a1 a2]T (2.70)
A =
1∫
0
ψ1ψ
′′′′
1 ψ1ψ
′′′′
2
ψ2ψ
′′′′
1 ψ2ψ
′′′′
2
 dxˆ (2.71)
B =
1∫
0
 ψ
2
1 ψ1ψ2
ψ2ψ1 ψ22
 dxˆ (2.72)
31

Kapittel 3
Horisontalkraft i bærekabel
I det følgende skal teorien som har blitt utledet brukes for a˚ utforske gjennomførbarheten til en
bro over Sognefjorden. Først skal det beregnes om dimensjonene til bærekablene er tilstrekkelige.
Fra Vegdirektoratet har areal og fasthet av bærekabler for c/c 20 blitt oppgitt. Beregningene
gjøres derfor for denne utformingen av avstivningsbæreren.
Først regnes horisontalkraften i bærekablene ut. Dette gjøres ved hjelp av teorien utledet i
Avsnitt 2.2. Ba˚de egenvekt, trafikklast og lastfaktorer inng˚ar i den dimensjonerende verdien av
horisontalkraften.
Deretter regnes kapasiteten til bærekablene ut. Her benyttes fremgangsma˚ten fra Ha˚ndbok 185.
Til slutt sammenlignes den dimensjonerende verdien av horisontalkraften med kapasiteten til
bærekablene, og utnyttelsesgraden av bærekablene beregnes.
33
Maria Voigt
3.1 Utregning av horisontalkraft i bærekabel
Bærekabelene er dimensjonert av Statens Vegvesen for c/c 20. Egenvekten av brobanen endres
svært lite for de forskjellige avstandene mellom kassetverrsnittene. Fra c/c 20 til c/c 30 øker vekten
av brobanen kun noen f˚a prosent. Dette er vist i Tillegg D.1. Samme dimensjon p˚a bærekablene
kan benyttes for alle utførelsene av avstivningsbæreren. I det følgende skal horisontalkraften i en
bærekabel regnes ut.
Ligning 2.10 som ble utledet i Avsnitt 2.2 gjentas her.
H¯ = mzgL
2
16ec
1 + 2mcmz
1 + 43
(ec
L
)2
 (2.10)
I dette avsnittet vurderes styrken av kabelen i forhold til egenvekten av broen og trafikklasten den
blir utsatt for. Horisontalkraften som er dimensjonerende for størrelsen av bærekablene inkluderer
trafikklast og lastfaktorer.
3.1.1 Trafikklast, egenvekt og lastfaktorer
Hovedkabelen dimensjoneres etter Ha˚ndbok 185 Bruprosjektering [13].
Trafikklastene som brukes finnes i punkt 3.3.3 i Ha˚ndbok 185 og er 9 kN/m per kjørefelt og 2
kN/m per gang/sykkel-felt. Brobanen best˚ar av to kjørefelt og to gang/sykkelfelt og den totale
trafikklasten blir derfor 22 kN/m [13].
Lastfaktorene finnes i punkt 4.3.2.2. Den dimensjonerende kombinasjonen oppn˚as for en lastfaktor
p˚a 1.2 for egenvekt og 1.3 for trafikk [13].
I punkt 5.10.3.2 er dimensjonering av bruddgrensetilstanden gitt. Denne er vist i Ligning 3.1 [13].
FRd =
Fuk
1.5γm
(3.1)
hvor: - FRd er kabelens dimensjonerende kapasitet .
- Fuk er kabelens spesifiserte minimum bruddlast og er lik A · fuk.
- γm er en materialfaktor og settes til 1.2.
3.1.2 Dimensjonering av bærekabel
Vegdirektoratet har beregnet et effektivt st˚alareal per kabelplan p˚a 1.15 m2 og en fasthet p˚a
1770 N/mm2 ved c/c 20. I dette avsnittet skal det verifiseres at kabelen er dimensjonert etter
Hb 185. Kabelens spesifiserte minimum bruddlast blir som gitt i Ligning 3.2.
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Fuk = 1.15 · 1770 · 106 = 2035.5 · 103kN (3.2)
Ved a˚ sette inn Fuk, og γm i Ligning 3.1 f˚as kapasiteten av bærekabelen. Denne er gitt i Ligning
3.3.
FRd =
2036 · 103
1.5 · 1.2 = 1131 · 10
3kN (3.3)
Ligning 2.10 brukes for a˚ regne ut den dimensjonerende horisontalkraften i bærekabelen.
Utregningen er vist i Ligning 3.4.
H¯ = 20.7 · 10
3 · 9.81 · 37002
16 · 370
1 + 2 · 11.7 · 10
3
20.7 · 103
1 + 43
( 370
3700
)2
 = 1011 · 103kN
(3.4)
H¯ < FRd →
H¯
FRd
= 89% (3.5)
I utregningen inng˚ar flere lastkoeffisienter, noe som vil gi et konservativt resultat. I følge Ligning
3.5 er hovedkabelen 89 % utnyttet for senteravstand 20. Selv om dette kan virke høyt vil b˚ade
material- og lastfaktorer sørge for en tilstrekkelig sikkerhetsmargin.
Siden egenvekten varierer lite for c/c 15 og c/c 30 antas det samme dimensjoner p˚a hovedkablene.
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Kapittel 4
Alternative utførelser av avstivningsbærer
I Avsnitt 2.6 ble fordelene og ulempene til de mest aktuelle tverrsnitts-typene drøftet. For lange
broer er det fordelaktig b˚ade med tanke p˚a byggekostnader og dynamiske egenskaper a˚ ha en
avstivningsbærer bygget opp av flere kassetverrsnitt forbundet sammen stivt, se Avsnitt 2.6.3.
Avstivningsbæreren som brukes i denne oppgaven er bygget opp av to spisskasser som er forbundet
med tverrstivere for hver 30 m langs brobanen. Kassen har ogs˚a blitt brukt p˚a Dalsfjordbrua og
er vist i Figur 4.1.
Figur 4.1: Spisskassetverrsnitt [9]
Det presenteres tre alternative utførelser av avstivningsbæreren. Det som varieres er avstanden
mellom senteret av kassene, det vil si lengden av tverrstiveren. De ulike utformingene brukt i
vindtunneltester er vist i Figur 4.2.
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Figur 4.2: Tre utforminger av avstivningsbæreren [9]
Bredden i full-skala av en kasse brukt i vindtunneltester er 7.5 m. For broen over Sognefjorden er
bredden av en kasse 12.9 m. Selv om kassene er ulike brukes dimensjonsløse verdier og resultatene
fra vindtunneltestene kan benyttes. Dette blir gjort i Kapittel 6. Hengestengene vil kobles til
hengestang-festene ytterst p˚a brobanen.
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4.1 Konstante verdier for varierende senteravstand
I Tabell 4.1 er noen av tverrsnitts-verdiene vist. Disse verdiene brukes p˚a alle utforminger og i
input-filene til Alvsat i Tillegg B.1, B.2 og B.3.
Tabell 4.1: Verdier for bro over Sognefjorden [12]
Inngangsparametre i Alvsat Verdi Parameterbeskrivelse
DG 2.5 m Høyde av brobjelke
DC 1.21 m Diameter av hovedkabel
BG 12.9 m Bredde av brobjelke
L 3700 m Lengde av hovedspenn
HM 5 m Korteste hengestangslengde
F 370 m Kabelheng hovedkabel
NY 34.24 m Brobjelkens overhøyde
MC 9677 kg/m Masse per meter av hver hovedkabel
EIZ 2.1588·1012 N Strekk i hver hovedkabel ved bromidte
S0 0 N Strekk i brobanen
PI1 0.18193 Lengde av bakstag nr.1, som andel av L
PI2 0.18193 Lengde av bakstag nr.2, som andel av L
FI1 0.38051 Stigning av bakstag nr.1
FI2 0.38051 Stigning av bakstag nr.2
HR 0.911 m Vertikal avstand mellom hengestengenes
festeniv˚a og tyndepunktet av brobanen
AC 1.15 m2 Konstruktivt tverrsnittsareal i hver av
hovedkablene
EIX 1.85·1011 Nm2 Bøyestivhet av brobjelke om horisontal akse,
vertikal forskyvning
EIW 1.91·1013 Nm2 Hvelvningsmotstand for brobanen
GIT 1.72·1011 Nm2 Torsjonsstivhet for brobanen
EC 2.00·1011 N/m2 Elastisitetsmodul for hovedkablene
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4.2 Verdier som varierer med senteravstanden
Selv om mange av tverrsnittsegenskapene forblir uendret vil enkelte verdier variere. De
forskjellige parametrene er regnet ut ved hjelp av et regneark gitt i Tillegg D.1. Drag-, løft- og
momentkoeffisienter samt de tilhørende gradientene har blitt oppgitt av Statens Vegvesen i [9].
Koeffisienter og gradienter er regnet ut ved hjelp av vindtunneltester. I Tabell 4.2 er
inngangsparametre og tilhørende parameterbeskrivelse gitt.
Tabell 4.2: Inngangsparametre i Alvsat [12]
Inngangsparametre i Alvsat Parameterbeskrivelse
MG Masse pr. meter av brobjelke
H Strekk i hver hovedkabel ved bromidte
BC Halv avstand mellom hovedkablene
M Massetreghetsmoment for rotasjon av
brobanen og hovedkablene
CD Dragkoeffisient for brobjelken
CL Løftkoeffisient for brobjelken
CL’ Gradienten av løftkoeffisienten for
brobjelken
CM Momentkoeffisient for brobjelken
CM ’ Gradienten av momentkoeffisienten
for brobjelken
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Tabell 4.3: Verdier for bro over Sognefjorden [14]
Inngangsparametre i Alvsat c/c 15 c/c 20 c/c 30
MG 14255 kg/m 14769 kg/m 14957 kg/m
H 7.74· 108 N 7.80· 108 N 7.91· 108 N
BC 13.55 m 15.55 m 20.55 m
M 4.23·106 kgm2/m 6.35·106 kgm2/m 11.32·106 kgm2/m
CD 1.523 1.754 1.819
CL -0.145 0.118 -0.2
CL’ 5.46 6.37 6.96
CM 0.134 0.185 0.194
CM ’ 0.04 -0.8 -3.24
Fra Tabell 4.3 kommer det frem at massen til avstivningsbæreren, MG, og horisontalkraften,
H, varierer lite. Dette ble diskutert i Kapitel 3. Derimot vil massetreghetsmomentet, M, variere
betydelig. Det øker med over 250 % fra c/c 15 til c/c 30. Dette vil føre til endrede egenskaper,
spesielt med tanke p˚a torsjon. Dette diskuteres nærmere i Avsnitt 6.1.
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Kapittel 5
Analyser i Alvsat
I denne oppgaven brukes Alvsat for a˚ regne ut egenfrekvensene til broen i stille luft. Dette blir gjort
for de tre alternative utførelsene av broen vist i Kapittel 4. Det er de laveste egenfrekvensene
i torsjon og vertikalretning som er av interesse for a˚ regne ut stabilitetsgrensen. I tillegg ma˚
egenmodene i torsjon og vertikalretning være formlike for at det skal oppst˚a flutter. Resultatene
fra Alvsat blir brukt i Kapittel 6.
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5.1 Modeformer og egenfrekvenser
For a˚ finne den kritiske vindhastighetenberegnes først egenfrekvensene og egensvingemodene.
Dette beregnes i Alvsat. Ba˚de input-filen og resultat-filen for c/c 20 er vedlagt i Tillegg B.2
og B.4. I Tabell 5.1 er de 11 første egenfrekvensene og svingeformene angitt for de tre ulike
avstivningsbærerne.
Tabell 5.1: Egenfrekvenser og svingeformer [rad/s]
Svingeform c/c 15 c/c 20 c/c 30
Horisontal, første symmetrisk 0.17272 0.17095 0.17254
Horisontal, første asymmetrisk 0.23132 0.22998 0.23017
Horisontal, andre symmetrisk 0.25922 0.25785 0.25800
Horisontal, andre asymmetrisk 0.34585 0.34271 0.34316
Vertikal, første asymmetrisk 0.38728 0.38409 0.38817
Horisontal, tredje symmetrisk 0.40794 0.40477 0.40429
Vertikal, første symmetrisk 0.49674 0.49177 0.49568
Horisontal, tredje asymmetrisk 0.49701 0.49287 0.49348
Torsjon, første asymmetrisk 0.57127 0.52383 0.48851
Horisontal, fjerde symmetrisk 0.60139 0.59585 0.59439
Torsjon, første symmetrisk 0.68349 0.64148 0.61016
Som nevnt i Avsnitt 2.4.5 er det den første egenfrekvensen i torsjon som vil samhandle med den
første formlike vertikale egenfrekvensen. I dette tilfelle er det de asymmetriske modene som har
lavest egenfrekvens.
Av Figur 5.1 kommer det frem at den første asymmetriske vertikale modeformen og den første
asymmetriske modeformen i torsjon er formlike. Forskyvningen er vist for c/c 20 og halve lengden
av broen.
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Figur 5.1: Asymmetriske modeformer vist for halve brolengden, c/c 20
Modeformene for c/c 15 og c/c 30 blir nærmest identiske som de i Figur 5.1.
I Ligning 5.1 regnes frekvensforholdet for tverrsnittet med c/c 20 ut.
ωθ
ωz
= 0.52380.3841 = 1.36 (5.1)
Frekvensforhold ωr/ωθ for de tre tverrsnittene er gitt i Tabell 5.2.
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Tabell 5.2: Frekvensforhold [rad/s]
c/c 15 c/c 20 c/c 30
ωr/ωθ 1.48 1.36 1.26
Av Tabell 5.2 er det klart at frekvensforholdet synker n˚ar senteravstanden øker. Vanligvis er det
ønskelig at frekvensforholdet skal være i overkant av 2.5 [3]. I praksis er dette vanskelig a˚ f˚a til
ettersom spennet er i ytterkant av det som er mulig med dagens teknologi. I stedet for a˚ prøve a˚
øke frekvensforholdet finnes det et annet alternativ. Ved a˚ endre de aerodynamiske egenskapene til
tverrsnittet kan en tilfredsstillende kritisk vindlast oppn˚as [14]. Det brukes splittet kassetverrsnitt
for a˚ oppn˚a god stabilitet. Effekten av a˚ bruke et splittet kassetverrsnitt ble diskutert i Avsnitt
2.6.3 [14].
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Som nevnt i Avsnitt 2.4 finnes det fire instabilitets-fenomener som kan oppst˚a for et brotverrsnitt:
statisk divergens, dynamisk instabilitet i vertikalretning, dynamisk instabilitet i torsjon og flutter.
I det følgende skal grensen for disse fire instabilitets-fenomener p˚a de tre ulike avstivningsbærere
regnes ut.
Først regnes grensen for statisk divergens ut, deretter dynamisk instabilitet i vertikalretning og
s˚a i torsjon. Før flutterberegningene for broen over Sognefjorden utføres tas Hardangerbrua som
eksempel for a˚ vise fremgangsma˚ten.
Deretter oppsummeres resultatene ved at den kritiske vindhastigheten ved instabilitet og
tilhørende fenomen blir gitt for hver avstivningsbærer.
Til slutt forklares stabilitetsgrensene ved a˚ se p˚a egenskapene til de aerodynamiske deriverte.
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6.1 Stabilitetsgrense, Vcr
I det følgende beregnes de ulike stabilitetsgrensene for de tre avstivningsbærerne. Ved a˚ endre kun
lengden p˚a tverrbæreren slik at senteravstanden blir ulik, legges det vekt p˚a en bestemt parameter:
senteravstand mellom kassetverrsnittene. Selv om det ville vært riktig a˚ øke eksempelvis kabel-
og tverrbærer-dimensjoner er dette en teoretisk studie hvor det sees p˚a den isolerte effekten av
økt senteravstand. Selv ved den tyngste avstivningsbæreren, c/c 30, er kapasiteten av kablene
ikke fullt utnyttet som vist i Avsnitt 3.1.
6.1.1 Statisk divergens
I Avsnitt 2.4.2 ble stabilitetsgrensen for statisk divergens utledet. Med utgangspunkt i Ligning
2.30 blir Vcr som gitt i Ligning 6.1. Det antas at L = Lexp.
Vcr = ωθB
 2m˜θ
ρB4C
′
M
∫
L
φ2θdx∫
Lexp
φ2θdx

1/2
≈ ωθB
 2m˜θ
ρB4C
′
M

1/2
(6.1)
I Tabell 6.1 er C
′
M gitt for de tre tverrsnittene.
Tabell 6.1: C
′
M for ulike tverrbærere
c/c 15 c/c 20 c/c 30
C
′
M 0.04 -0.80 -3.24
Siden C
′
M er negativ for b˚ade c/c 20 og c/c 30 har Ligning 6.1 ingen løsning. Disse tverrsnittene
kan derfor ikke bli utsatt for statisk divergens. Grunnen er at n˚ar brobanen blir dyttet slik at den
f˚ar en vinkel i forhold til horisontal-planet dannes en kraft som motvirker dette fenomenet og
vinkelen vil ikke komme ut av kontroll [3].
For c/c 15 er C
′
M positiv og det vil være en løsning p˚a Ligning 6.1. Denne er gitt i Ligning 6.2.
Vcr ≈ 0.57127 · 12.9
( 2 · 4.0320 · 106
1.25 · 12.94 · 0.04
)1/2
= 562m/s (6.2)
Det vil si at stabilitetsgrensen for statisk divergens for c/c 15 er 562 m/s noe som vil være langt
over den maksimale vindhastigheten som kan forventes.
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6.1.2 Dynamisk instabilitet i vertikalretning
I Avsnitt 2.4.3 ble stabilitetsgrensen for dynamisk instabilitet i vertikalretning utledet. Først ma˚
Ligning 2.35 være oppfylt.
C
′
L < −C¯D ·D/B (2.35)
Resultatene er vist i Tabell 6.2.
Tabell 6.2: Komponenter i Ligning 2.35 for c/c 15, c/c 20, c/c 30 [rad/s]
c/c 15 c/c 20 c/c 30
C
′
L 5.46 6.370 6.96
C¯D ·D/B -0.302 - 0.348 -0.361
C
′
L < −C¯D ·D/B Nei Nei Nei
Av Tabell 6.2 kommer det frem at en dynamisk instabilitet i vertikalretning ikke kan oppst˚a. Det
kan diskuteres hvorvidt B er avstanden mellom hengestenger fremfor bredden av en kasse, men
ulikheten vil uansett ikke være oppfylt.
6.1.3 Dynamisk instabilitet i torsjon
I Avsnitt 2.4.4 ble stabilitetsgrensen for dynamisk instabilitet i torsjon utledet. Ligning 2.38
forenkles til Ligning 6.3.
ζθ ≈
ρB4
4m˜θ
A∗2 · (1 +
ρB4
2m˜θ
A∗3)−1/2 (6.3)
hvor ωr ble gitt av Ligning 2.37 og Lexp = L.
Dynamisk instabilitet i torsjon oppst˚ar alts˚a hvis Ligning 6.4 er oppfylt.
ρB4
4m˜θ
A∗2 · (1 +
ρB4
2m˜θ
A∗3)−1/2 − ζθ = 0 (6.4)
A∗2 for broen over Sognefjorden er gitt i Tabell 6.3. Vˆ er gitt i Hz og det multipliseres derfor
med 2pi for a˚ f˚a riktig verdi.
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Tabell 6.3: A∗2 for c/c 15, c/c 20, c/c 30 [rad/s]
A∗2
c/c 15 −0.0074 · (Vˆ · 2pi)2 − 0.3430 · (Vˆ · 2pi) + 1.3018
c/c 20 0.0030 · (Vˆ · 2pi)2 − 2.2708 · (Vˆ · 2pi) + 16.8237
c/c 30 −0.0343 · (Vˆ · 2pi)2 + 0.2520 · (Vˆ · 2pi)− 5.8488
A∗3 for broen over Sognefjorden er gitt i Tabell 6.4.
Tabell 6.4: A∗3 for c/c 15, c/c 20, c/c 30 [rad/s]
A∗3
c/c 15 0.0385 · (Vˆ · 2pi)2 − 1.5172 · (Vˆ · 2pi) + 0.1633
c/c 20 0.0392 · (Vˆ · 2pi)2 − 3.2142 · (Vˆ · 2pi) + 12.1639
c/c 30 −0.0749 · (Vˆ · 2pi)2 + 0.1815 · (Vˆ · 2pi)− 1.3881
Konstantene som inng˚ar i Ligning 6.4 ble gitt i Kapittel 4.
Utregningene har blitt gjort ved hjelp av en programkode gitt i Tillegg A.2.
For c/c 15 og c/c 30 finnes det ingen løsning. Det betyr at det ikke vil oppst˚a dynamisk instabilitet
i torsjon for disse utformingene.
For c/c 20 finnes det to løsninger for den kritiske vindhastigheten. Disse er gitt i Ligning 6.5 og
6.6.
Vˆ = 121.2 (6.5)
Vˆ = 1 (6.6)
Vˆ = 1 er kun en numerisk løsning. Det vil ikke oppst˚a vertikal instabilitet ved s˚a lav
vindhastighet. Løsningen finnes alts˚a n˚ar Vˆ er 121.2. Det endelige resultatet er vist i Ligning
6.7.
V = Vˆ ·B · ωr = 121.2 · 12.9 · 0.0689 = 107.5m/s (6.7)
Det vil alts˚a oppst˚a dynamisk instabilitet i torsjon for c/c 20 ved en vindhastighet p˚a 107.5
m/s. I Avsnitt 6.2.1 vil det bli sett nærmere p˚a grunnen til at det kun er c/c 20 som har en
stabilitetsgrense i torsjon.
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6.1.4 Koblede vertikal- og torsjonsvingninger: Flutter
Som nevnt i Avsnitt 2.4.5 kan det oppst˚a en kobling mellom en torsjonsmode og en vertikal mode
hvis disse har formlike egenmoder og lignende egenfrekvenser. Dette fenomenet heter flutter.
Hensikten med denne beregningen er a˚ utforske ved hvilken kritisk vindhastighet flutter kan
oppst˚a.
Eksempel fra Hardangerbrua
For a˚ vise fremgangsma˚ten til flutterberegningen tas Hardangerbrua som eksempel, med en
viktig forenkling. Det antas at brobanetverrsnittet har like aerodynamiske egenskaper som en
flat plate. Dette vil gi en konservativ kritisk vindhastighet, siden et kassetverrsnitt har en mer
gunstig utforming med tanke p˚a vindstrømning enn det en flat plate har. For a˚ finne de virkelige
aerodynamiske egenskapene til tverrsnittet ma˚ omfattende vindtunneltester utføres.
De aerodynamiske deriverte til en flat plate er gitt i Avsnitt 2.3.2 og gjentas ogs˚a her.

H∗1 A∗1
H∗2 A∗2
H∗3 A∗3
H∗4 A∗4
 =

−2piF Vˆi −pi2FVˆi
pi
2 (1 + F + 4GVˆi)Vˆi −
pi
8 (1− F − 4GVˆi)Vˆi
2pi(FVˆi −G/4)Vˆi pi2 (FVˆi −G/4)Vˆi
pi
2 (1 + 4GVˆi)
pi
2GVˆi

(2.14)
Her ble F og G gitt av Ligning 2.15 og 2.16.
F
(ωˆi
2
)
= J1 · (J1 + Y0) + Y1 · (Y1 − J0)(J1 + Y0)2 + (Y1 − J0)2 (2.15)
G
(ωˆi
2
)
= − J1 · J0 + Y1 · Y0(J1 + Y0)2 + (Y1 − J0)2 (2.16)
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Øvrige verdier er gitt i Tabell 6.5 [7] .
Tabell 6.5: Relevante verdier til bruk i flutterberegningen av Hardangerbrua
Geometridata Verdi Enhet
ρ 1.25 -
B 20 m
m˜z 104 kg/m
m˜θ 6 · 105 kg·m2/m
ωz 0.8 rad/s
ωθ 1.6 rad/s
ζz = ζθ 0.005 -
Ligningene som definerer stabilitetsgrensen er gitt i Avsnitt 2.4.5 og gjentas ogs˚a her.
Re(det(Eˆη)) =1− (1 + γ2 + 4γζzζθ +
βz
2 γ
2H∗4 +
βθ
2 A
∗
3)ωˆ2r (2.51)
+ γ(ζθβzγH∗1 + ζzβθA∗2)ωˆ3r
+ γ2
[
1 + βz2 H
∗
4 +
βθ
2 A
∗
3 +
βzβθ
4 (A
∗
1H
∗
2
− A∗2H∗1 + A∗3H∗4 − A∗4H∗3 )
]
ωˆ4r = 0
Im(det(Eˆη)) =2ωˆr
{
ζzγ + ζθ −
1
4(βzγ
2H∗1 + βθA∗2)ωˆr (2.52)
−
[
ζz(
βθ
2 A
∗
3 + γ) + ζθγ2(
βz
2 H
∗
4 + 1)
]
ωˆ2r
+ γ2
[βzβθ
8 (H
∗
1A
∗
3 −H∗2A∗4 −H∗3A∗1 +H∗4A∗2)
+ 14(βzH
∗
1 + βθA∗2)
]
ωˆ3r
}
= 0
De ulike komponentene i Ligning 2.51 og 2.52 er gitt i Avsnitt 2.4.5.
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Det lages en programkode som regner ut b˚ade den reelle delen av impedansmatrisen,
Re(det(Eˆη)), heretter kalt reell del, og den imaginære delen av impedansmatrisen,
Im(det(Eˆη)), heretter kalt imaginær del. De blir regnet ut for ulike vindhastigheter,
Vˆ = V/(Bωθ) samt resonansfrekvenser, ωˆr = ωr/ωθ. Programmet er gitt i Tillegg A.3.
For a˚ finne riktig løsning kreves det iterasjoner. I Figur 6.1 er variasjonen av reell og imaginær
del over ωˆr vist for tre verdier av Vˆ . Pilene viser hvor reell og imaginær del krysser hverandre
og verdien av Vˆ .
Figur 6.1: Reell og imaginær del som funksjon av ωˆr og Vˆ for Hardangerbrua
Ved a˚ se p˚a Figur 6.2 er det tydelig at imaginær og reell del krysses i null n˚ar Vˆ er lik 1.5. Da
er ωˆr lik 0.78.
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Figur 6.2: Reell og imaginær del som funksjon av ωˆr for Vˆ lik 1.5 for Hardangerbrua
Den kritiske vindhastigheten blir som gitt i Ligning 6.8.
V = Vˆ ·B · ωθ = 1.5 · 20 · 1.6 = 48 m/s (6.8)
I følge beregningene vil flutter oppst˚a ved en vindhastighet p˚a 48 m/s. Denne vindhastigheten
er lavere enn hvis de korrekte aerodynamiske deriverte hadde blitt brukt, fordi et kassetverrsnitt
har bedre aerodynamiske egenskaper enn en flat plate. Dette eksempelet blir ogs˚a løst i [7]. Selv
om fremgangsma˚ten er noe ulik er resultatene sammenfallende. Fremgangsma˚ten brukt i dette
avsnittet benyttes videre for broen over Sognefjorden.
Bro over Sognefjorden, c/c 15
Det lages et ny programkode som bruker de aerodynamiske deriverte oppgitt fra Statens Vegvesen.
Dette programmet er gitt i Tillegg A.4.
I Figur 6.3 er reell del og imaginær del vist for 9 ulike vindhastigheter. Disse varierer fra Vˆ lik
8.2 til Vˆ lik 11.8.
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Figur 6.3: Reell og imaginær del som funksjon av ωˆr og Vˆ mellom 8.2 og 11.8 for c/c 15
Av Figur 6.3 kommer det frem at det finnes en stabilitetsgrense for disse verdiene. I Figur 6.4
forstørres derfor omr˚adet der imaginær del og reell del krysser null.
Figur 6.4: Reell og imaginær del som funksjon av ωˆr og Vˆ for c/c 15
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I Figur 6.4 kommer det tydelig frem at stabilitetsgrensen for flutter oppst˚ar n˚ar Vˆ er lik 10.0. I
Figur 6.5 er reell del og imaginær del vist for stabilitetsgrensen.
Figur 6.5: Reell og imaginær del som funksjon av ωˆr og Vˆ lik 10.0 for c/c 15
Den kritiske vindhastigheten blir som gitt i Ligning 6.9.
V = Vˆ ·B · ωθ = 10.0 · 12.9 · 0.571 = 73.7 m/s (6.9)
For c/c 15 vil flutter oppst˚a ved en vindhastighet p˚a 73.7 m/s.
Bro over Sognefjorden, c/c 20
I Figur 6.6 er reell del og imaginær del vist for Vˆ mellom 16.3 og 20.5.
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Figur 6.6: Reell og imaginær del som funksjon av ωˆr og Vˆ mellom 16.3 og 20.5 for c/c 20
Ved a˚ forstørre figuren betydelig kommer de ulike linjene frem. Dette er gjort i Figur 6.7. Den
reelle delen er veldig liten for alle ωˆr.
Figur 6.7: Reell og imaginær del som funksjon av ωˆr og Vˆ for c/c 20
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I Figur 6.8 er stabilitetsgrensen for c/c 20 vist. Den finnes for Vˆ lik 18.4.
Figur 6.8: Reell og imaginær del som funksjon av ωˆr for Vˆ lik 18.4 for c/c 20
Den kritiske vindhastigheten blir som gitt i Ligning 6.10.
V = Vˆ ·B · ωθ = 18.4 · 12.9 · 0.524 = 124.4 m/s (6.10)
For c/c 20 vil flutter oppst˚a ved en vindhastighet p˚a 124.4 m/s. Dette er 40 % høyere enn for
c/c 15.
Bro over Sognefjorden, c/c 30
Na˚r senteravstanden mellom kassene er 30 m finnes det ingen stabilitetsgrense i flutter. Dette
kan forklares ved a˚ se p˚a de aerodynamiske deriverte. Det blir gjort i Avsnitt 6.2.2.
I det følgende er det vist figurer som bekrefter mangel p˚a stabilitetsgrense. I Figur 6.9 og Figur
6.10 er reell del og imaginær del vist for Vˆ mindre enn 10.
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Figur 6.9: Reell og imaginær del som funksjon av ωˆr n˚ar Vˆ er mindre enn 10 for c/c 30
Figur 6.10: Reell og imaginær del som funksjon av ωˆr n˚ar Vˆ er mindre enn 10 for c/c 30
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Fra Figur 6.10 kommer det frem at den høyeste verdien av ωˆr er rundt 0.8 for reell del som
krysser null. Den laveste verdien for imaginær del som krysser null derimot er 0.9. Det vil derfor
ikke være en verdi av Vˆ mindre enn 10 hvor b˚ade imaginær del og reell del blir null samtidig.
Samme prosedyre kan benyttes for 10 < Vˆ < 20 og det er heller ingen stabilitetsgrense i dette
intervallet. Figuren er vedlagt i Tillegg C.1.
Na˚r Vˆ blir større enn 20 blir imaginær del lik null for en verdi av ωˆr større enn 1. Dette er vist i
Figur 6.11.
Figur 6.11: Imaginær del som funksjon av ωˆr n˚ar Vˆ er større enn 20 for c/c 30
For a˚ oppn˚a flutter skal ωθ < ωθ(Vcr) og dermed blir ωˆr > 1.
Det oppst˚ar alts˚a ikke noe stabilitetsgrense i flutter for dette tverrsnittet.
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6.1.5 Oppsumering
Stabilitetsgrensen for avstivningsbærerne er oppsummert i Tabell 6.6.
Tabell 6.6: Kritisk vindhastighet for ulike instabilitets-fenomener
Instabilitets-fenomen CC15 CC20 CC30
Statisk divergens V=562 m/s Ingen grense Ingen grense
Dynamisk instabilitet i vertikalretning Ingen grense Ingen grense Ingen grense
Dynamisk instabilitet i torsjon Ingen grense V=107.5 m/s Ingen grense
Flutter V=73.7 m/s V=124.4 m/s Ingen grense
Stabilitetsgrense V=73.7 m/s V=107.5 m/s Ingen grense
For c/c 15 er det dimensjonerende instabilitets-fenomenet flutter som oppst˚ar ved en vindhastighet
p˚a 73.7 m/s.
Dynamisk instabilitet i torsjon skjer ved 107.5 m/s for c/c 20 og blir dimensjonerende. I Avsnitt
6.2.1 forklares denne stabilitetsgrensen ved a˚ se p˚a de aerodynamiske deriverte.
Det oppn˚as derimot ingen stabilitetsgrense for c/c 30. Grunnen til dette vil bli sett nærmere p˚a
i Avsnitt 6.2.2.
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6.2 Aerodynamiske deriverte
6.2.1 Dynamisk instabilitet i torsjon for c/c 20
I Figur 6.12 vises A∗2 og A∗3 for en flat plate og de tre ulike avstivningsbærerne.
Figur 6.12: Aerodynamiske deriverte, A∗2 og A∗3 for flat plate og tre ulike versjoner av bro over
Sognefjorden
Oppførselen til A∗2 skiller seg fra de andre n˚ar Vˆ øker. Dette forklarer hvorfor det oppn˚as en
stabilitetsgrense i torsjon for c/c 20, men ikke ved de andre utformingene. Ved a˚ se p˚a Ligning
6.4 er det tydelig at A∗2 vil p˚avirke stabilitetsgrensen. A∗3 derimot varierer lite for de ulike
avstivningsbærerne.
6.2.2 Mangel p˚a stabilitetsgrense for c/c 30
I Figur 6.13 er de ulike aerodynamiske deriverte for flat plate og de tre avstivningsbærerne vist.
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Figur 6.13: Aerodynamiske deriverte for flat plate og tre ulike versjoner av bro over Sognefjorden
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Kommentarer til de aerodynamiske deriverte
For a˚ se nærmere p˚a betydningen av de enkelte aerodynamiske deriverte lages det et program vist i
Tillegg A.5. Ved a˚ dele opp den imaginære delen av impedansmatrisen og den reelle i koeffisienter
og aerodynamiske deriverte, kommer det tydeligere frem hvilke aerodynamiske deriverte som har
mest betydning for flutter. Av Tillegg A.5 kommer det frem at A2*, A3*, H1* og H4* har mest
betydning for stabilitetsgrensen.
A3* p˚avirker dempingen og derfor egenfrekvensen i torsjon. For 30 m senteravstand er den
negativ noe som fører til større stivhet i torsjon. Dette bidrar til a˚ forklare at det ikke finnes noen
stabilitetsgrense for flutter for denne avstivningsbæreren [3].
H4* p˚avirker dempingen og derfor egenfrekvensen i vertikalretning. Denne har stor betydning. Av
Figur 6.13 kommer det frem at n˚ar Vˆ blir større enn ca 18 blir H4* betydelig lavere for c/c 30
enn for de andre utformingene [3].
A2* p˚avirker dempingen i torsjon. Det blir positiv demping n˚ar c/c 30 siden A2* er negativ, dette
forklarer ogs˚a mangel p˚a stabilitetsgrense [3].
H1* p˚avirker dempingen i vertikalretning. Denne har ogs˚a betydning for flutterhastigheten, men
er relativ lik for de ulike avstivningsbærerne. Det er alts˚a ikke denne som vil være utslagsgivende
n˚ar det gjelder mangel p˚a stabilitetsgrense for c/c 30 [3].
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Diskusjon og videre arbeid
Denne oppgaven har tatt sikte p˚a a˚ vise hvilke aerodynamiske fenomener som vil være
dimensjonerende for en lang hengebru.
Mesteparten av teorien som har blitt brukt er utledet for et enkelt tverrsnitt og ikke et splittet
tverrsnitt. Dette kan føre til uoverensstemmelser. Hvorvidt det er korrekt a˚ anvende teorien kan
med fordel utforskes videre.
Bredden p˚a en enkelt kasse blir brukt siden det var denne bredden de aerodynamiske deriverte ble
regnet ut for. Vanligvis sammenfaller bredden p˚a kassen med avstanden mellom hengestengene.
Dette er naturligvis ikke tilfellet for et splittet tverrsnitt.
Av og til kan den dimensjonerende situasjonen være under selve byggeprosessen. Beregningene
tyder p˚a at konstruksjonen vil være stabil etter bygging. Hvorvidt byggeprosessen vil være
gjennomførbar med dagens teknologi har ikke blitt vurdert.
En hengebro over Sognefjorden er et av flere alternativer og det er ikke gitt at det er det mest
gunstige økonomisk. Kablene alene vil veie over 70 000 tonn og en slik konstruksjon vil kreve
enorme ressurser. Det vil være interessant a˚ se hvilke faktorer som kan bidra til a˚ redusere
kostnadene.
I oppgaven studeres kun brobanen og hovedkablene. Dette er kun en side av prosjekteringen.
Konstruksjonen vil ogs˚a best˚a av over 400 m høye t˚arn, noe som er en utfordring i seg selv.
Beregningene som har blitt utført viser at den kritiske vindhastigheten for konstruksjonen er
tilstrekkelig. Likevel kunne effekten av en eller flere massedempere vært interessant a˚ utforske.
Massedempere vil blant annet redusere responsen, noe som kan være nødvendig for et s˚a stort
spenn.
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Kapittel 8
Konklusjon
De aerodynamiske egenskapene til en lang hengebro har blitt studert, spesielt med tanke p˚a
stabilitet. Det har blitt utført et parameterstudium for tre forskjellige utforminger av et splittet
kassetverrsnitt. Den varierende parameteren er senteravstanden mellom kassene. Det viser seg
at en økning i senteravstand ikke bare øker den dimensjonerende vindhastigheten, den vil ogs˚a
bestemme det dimensjonerende instabilitets-fenomenet.
For utformingen av avstivningsbæreren med 15 m senteravstanden blir flutter dimensjonerende
ved 74 m/s. Na˚r senteravstanden er 20 m derimot vil dynamisk instabilitet i torsjon være
dimensjonerende ved 108 m/s. Flutter vil i dette tilfelle ikke oppst˚a før vindhastigheten n˚ar
124 m/s. Na˚r senteravstanden økes til 30 m skjer det noe overraskende. Det oppn˚as ingen
stabilitetsgrense for denne avstivningsbæreren. Grunnen til dette har blitt forklart ved a˚ se p˚a
utviklingen av de aerodynamiske deriverte.
Det har ikke blitt utført vindma˚linger p˚a den aktuelle plasseringen av broen over Sognefjorden.
For Hardangerbrua var kravet at broen skulle t˚ale vindhastigheter opp til 57.9 m/s [14]. Den
dimensjonerende vindhastigheten til de tre ulike tverrsnittene er godt over denne grensen. Det er
grunn til a˚ tro at et splittet kassetverrsnitt av denne typen vil være en god løsning for hengebroer
med lange hovedspenn. Effekten av en massedemper har ikke blitt undersøkt, men beregningene
tyder p˚a at det ikke vil være nødvendig a˚ øke den kritiske vindhastigheten for dynamisk instabilitet.
De aerodynamiske deriverte som denne oppgaven baserer seg p˚a har blitt utledet i
vindtunneltester. Hvor godt disse resultatene vil samsvare med endelige ma˚linger er et kritisk
spørsma˚l. Resultatene fra vindtunneltester har bekreftet utformingen av avstivningsbæreren og
gjennomførbarheten til et s˚a stort spenn. Likevel er det vanskelig a˚ fastsl˚a med sikkerhet den
nøyaktige oppførselen til den endelige konstruksjonen.
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Tillegg A
Programkode - Matlab
A.1 Aerodynamiske deriverte for flat plate
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clear all 
close all 
clc 
  
%Dette skriptet brukes for å regne ut H* og A* for en flat plate og for 
%ulike utforminger av Sognefjordbrua 
  
for x=1:400 
Vhatt(x)=x/100;     
omegahatt(x)=1/Vhatt(x); 
  
J0 = besselj(0,omegahatt(x)/2) ; 
J1 = besselj(1,omegahatt(x)/2) ; 
Y0 = bessely(0,omegahatt(x)/2) ; 
Y1 = bessely(1,omegahatt(x)/2) ; 
  
F(x)=(J1*(J1+Y0)+Y1*(Y1-J0))/((J1+Y0)^2+(Y1-J0)^2); 
G(x)=-(J1*J0+Y1*Y0)/((J1+Y0)^2+(Y1-J0)^2); 
  
H1stjerne(x)=-2*pi*F(x)*Vhatt(x);  
H2stjerne(x)=(pi/2)*(1+F(x)+4*G(x)*Vhatt(x))*Vhatt(x);   
H3stjerne(x)=2*pi*(F(x)*Vhatt(x)-G(x)/4)*Vhatt(x); 
H4stjerne(x)=pi/2*(1+4*G(x)*Vhatt(x)); 
A1stjerne(x)=-pi/2*F(x)*Vhatt(x); 
A2stjerne(x)=-pi/8*(1-F(x)-4*G(x)*Vhatt(x))*Vhatt(x); 
A3stjerne(x)=pi/2*(F(x)*Vhatt(x)-G(x)/4)*Vhatt(x); 
A4stjerne(x)=pi/2*G(x)*Vhatt(x); 
end 
  
  
subplot(4,2,1) 
ylabel('H_1^*') 
hold on 
plot(Vhatt,H1stjerne) 
  
subplot(4,2,2)  
ylabel('H_2^*') 
hold on 
plot(Vhatt,H2stjerne) 
  
subplot(4,2,3)  
ylabel('H_3^*') 
hold on 
plot(Vhatt,H3stjerne) 
  
subplot(4,2,4)  
ylabel('H_4^*') 
hold on 
plot(Vhatt,H4stjerne) 
  
subplot(4,2,5)  
ylabel('A_1^*') 
hold on 
plot(Vhatt,A1stjerne) 
  
subplot(4,2,6)  
ylabel('A_2^*') 
hold on 
plot(Vhatt,A2stjerne) 
  
subplot(4,2,7)  
ylabel('A_3^*') 
xlabel('V/B \omega _i') 
hold on 
plot(Vhatt,A3stjerne) 
  
subplot(4,2,8)  
ylabel('A_4^*') 
xlabel('V/B \omega _i') 
hold on 
plot(Vhatt,A4stjerne)    
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clear all 
close all 
clc 
  
% Dette skriptet brukes for å regne ut stabilitetsgrensen i torjson for c/c 
% 20 
  
AD20 = importdata('AerodynamiskeDeriverteCC20m.txt'); 
AD15 = importdata('AerodynamiskeDeriverteCC15m.txt'); 
AD30 = importdata('AerodynamiskeDeriverteCC30m.txt'); 
  
B=12.9; 
Bc=31.1; 
rho=1.25; 
mg=14769; 
mgtheta=1.5*10^6; 
mc=9677; 
mtoddelz= mg+2*mc; 
mtoddeltheta=mgtheta+mc*(Bc/2)^2*2; 
betatheta=rho*B^4/mtoddeltheta; 
betaz=rho*B^2/mtoddelz; 
etaz=0.005; 
etatheta=0.005; 
omegatheta=0.52383; 
  
  
for x=1:1500    
Vhatt(x)=x/10;  
Vhatt2pi(x)=Vhatt(x)*2*pi; 
  
A2stjerneSVV15m(x)=AD15(6,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD15(6,3)*(Vhatt2pi(x))+AD15(6,4)
; 
A3stjerneSVV15m(x)=AD15(7,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD15(7,3)*(Vhatt2pi(x))+AD15(7,4)
; 
Null15(x)=rho*B^4/(4*mtoddeltheta)*A2stjerneSVV15m(x)*(1/sqrt(1+rho*B^4/(2*mto
ddeltheta)*A3stjerneSVV15m(x)))-etatheta; 
omegar15(x)=omegatheta*(1/sqrt(1+rho*B^4/(2*mtoddeltheta)*A3stjerneSVV15m(x)))
; 
V15(x)=Vhatt(x)*B*omegar15(x); 
  
A2stjerneSVV20m(x)=AD20(6,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD20(6,3)*(Vhatt2pi(x))+AD20(6,4)
; 
A3stjerneSVV20m(x)=AD20(7,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD20(7,3)*(Vhatt2pi(x))+AD20(7,4)
; 
Null20(x)=rho*B^4/(4*mtoddeltheta)*A2stjerneSVV20m(x)*(1/sqrt(1+rho*B^4/(2*mto
ddeltheta)*A3stjerneSVV20m(x)))-etatheta; 
omegar20(x)=omegatheta*(1/sqrt(1+rho*B^4/(2*mtoddeltheta)*A3stjerneSVV20m(x)))
; 
V20(x)=Vhatt(x)*B*omegar20(x); 
  
A2stjerneSVV30m(x)=AD30(6,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD30(6,3)*(Vhatt2pi(x))+AD30(6,4)
; 
A3stjerneSVV30m(x)=AD30(7,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD30(7,3)*(Vhatt2pi(x))+AD30(7,4)
; 
Null30(x)=rho*B^4/(4*mtoddeltheta)*A2stjerneSVV30m(x)*(1/sqrt(1+rho*B^4/(2*mto
ddeltheta)*A3stjerneSVV30m(x)))-etatheta; 
omegar30(x)=omegatheta*(1/sqrt(1+rho*B^4/(2*mtoddeltheta)*A3stjerneSVV30m(x)))
; 
V30(x)=Vhatt(x)*B*omegar30(x); 
end 
  
hold on 
  
plot(V15,Null15,'red') 
plot(V20,Null20,'green') 
plot(V30,Null30,'blue') 
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clear all 
close all 
clc 
  
%DETTE SKRIPTET BRUKES FOR Å REGNE UT STABILITETSGRENSEN FOR FLUTTER FOR 
%HARDANGERBRUA 
  
B=20; 
rho=1.25; 
mtoddelz=10^4; 
mtoddeltheta=6*10^5; 
etaz=0.005; 
etatheta=0.005; 
betatheta=rho*B^4/mtoddeltheta; 
betaz=rho*B^2/mtoddelz; 
  
omegatheta=1.6; 
omegaz=0.8; 
gamma=omegatheta/omegaz; 
  
figure 
set(gca,'FontSize',24) 
xlabel('\omega_r / \omega_\theta ','Fontsize',35) 
ylabel('Im, Re','Fontsize',35) 
  
for Vhatt=1.38:0.5:2.38 
%% Bruker AD'er for flat plate 
omegahattrbessel=Vhatt^(-1); 
      
J0 = besselj(0,omegahattrbessel/2) ; 
J1 = besselj(1,omegahattrbessel/2) ; 
Y0 = bessely(0,omegahattrbessel/2) ; 
Y1 = bessely(1,omegahattrbessel/2) ; 
  
F=(J1*(J1+Y0)+Y1*(Y1-J0))/((J1+Y0)^2+(Y1-J0)^2); 
G=-(J1*J0+Y1*Y0)/((J1+Y0)^2+(Y1-J0)^2); 
  
H1stjerne=-2*pi*F*Vhatt; 
H2stjerne=(pi/2)*(1+F+4*G*Vhatt)*Vhatt; 
H3stjerne=2*pi*(F*Vhatt-G/4)*Vhatt; 
H4stjerne=pi/2*(1+4*G*Vhatt); 
A1stjerne=-pi/2*F*Vhatt; 
A2stjerne=-pi/8*(1-F-4*G*Vhatt)*Vhatt; 
A3stjerne=pi/2*(F*Vhatt-G/4)*Vhatt; 
A4stjerne=pi/2*G*Vhatt; 
  
  
for X=1:100 
    x(X)=X/100; 
    Reelledel(X)=1-
(1+gamma^2+4*gamma*etaz*etatheta+betaz/2*gamma^2*H4stjerne+betatheta/2*A3stjer
ne)*x(X)^2+gamma*(etatheta*betaz*gamma*H1stjerne+etaz*betatheta*A2stjerne)*x(X
)^3+gamma^2*(1+betaz/2*H4stjerne+betatheta/2*A3stjerne+betaz*betatheta/4*(A1st
jerne*H2stjerne-A2stjerne*H1stjerne+A3stjerne*H4stjerne-
A4stjerne*H3stjerne))*x(X)^4; 
    Imaginaerdel(X)=2*x(X)*(etaz*gamma+etatheta-
0.25*(betaz*gamma^2*H1stjerne+betatheta*A2stjerne)*x(X)-
(etaz*(betatheta/2*A3stjerne+gamma)+etatheta*gamma^2*(betaz/2*H4stjerne+1))*x(
X)^2+gamma^2*(betaz*betatheta/8*(H1stjerne*A3stjerne-H2stjerne*A4stjerne-
H3stjerne*A1stjerne+H4stjerne*A2stjerne)+0.25*(betaz*H1stjerne+betatheta*A2stj
erne))*x(X)^3); 
     y(X)=0; 
end 
hold on 
plot(x,Reelledel,'red') 
plot(x,Imaginaerdel,'blue') 
plot(x,y,'black') 
legend('Reelledel','Imaginærdel') 
set(legend,'FontSize',35); 
%%Leser av plottet at omegar/omega_theta=0.8 
VdelepaBomegatheta=Vhatt*0.8 
end 
  
  
 
 
Maria Voigt
A.4 Stabilitetsgrense i flutter for bro over Sognefjorden c/c
20
80
clear all 
close all 
clc 
  
%DETTE SKRIPTET BRUKES FOR Å REGNE UT STABILITETSGRENSEN FOR FLUTTER FOR 
%SOGNEFJORDBRUA MED CC20 
  
B=12.9; 
Bc=31.1; 
rho=1.25; 
mg=14769; 
mgtheta=1.5*10^6; 
mc=9677; 
mtoddelz= mg+2*mc; 
mtoddeltheta=mgtheta+mc*(Bc/2)^2*2; 
betatheta=rho*B^4/mtoddeltheta; 
betaz=rho*B^2/mtoddelz; 
etaz=0.005; 
etatheta=0.005; 
  
%Verdier for egenfrekvens i stille luft er oppnådd fra Alvsat i rad/sec 
  
omegatheta=0.52383; 
omegaz=0.38409; 
gamma=omegatheta/omegaz; 
  
AD = importdata('AerodynamiskeDeriverteCC20m.txt'); 
  
figure 
set(gca,'FontSize',24) 
xlabel('\omega_r / \omega_\theta ','Fontsize',35) 
ylabel('Im, Re','Fontsize',35) 
axis([0 1 -0.5 1]) 
  
for Vhatt=19.4:0.5:24.4 
%Deretter regnes H* og A* ut, koeffisientene er oppgitt fra Statens Vegvesen 
  
H1stjerne=AD(1,2)*(Vhatt*2*pi)^2+AD(1,3)*(Vhatt*2*pi)+AD(1,4); 
H2stjerne=AD(2,2)*(Vhatt*2*pi)^2+AD(2,3)*(Vhatt*2*pi)+AD(2,4); 
H3stjerne=AD(3,2)*(Vhatt*2*pi)^2+AD(3,3)*(Vhatt*2*pi)+AD(3,4); 
H4stjerne=AD(4,2)*(Vhatt*2*pi)^2+AD(4,3)*(Vhatt*2*pi)+AD(4,4); 
A1stjerne=AD(5,2)*(Vhatt*2*pi)^2+AD(5,3)*(Vhatt*2*pi)+AD(5,4); 
A2stjerne=AD(6,2)*(Vhatt*2*pi)^2+AD(6,3)*(Vhatt*2*pi)+AD(6,4); 
A3stjerne=AD(7,2)*(Vhatt*2*pi)^2+AD(7,3)*(Vhatt*2*pi)+AD(7,4); 
A4stjerne=AD(8,2)*(Vhatt*2*pi)^2+AD(8,3)*(Vhatt*2*pi)+AD(8,4); 
  
  
%Ligningene som skal bli lik null samtidig er: 
  
for X=1:110 
    x(X)=X/100; 
    Reelledel(X)=1-
(1+gamma^2+4*gamma*etaz*etatheta+betaz/2*gamma^2*H4stjerne+betatheta/2*A3stjer
ne)*x(X)^2+gamma*(etatheta*betaz*gamma*H1stjerne+etaz*betatheta*A2stjerne)*x(X
)^3+gamma^2*(1+betaz/2*H4stjerne+betatheta/2*A3stjerne+betaz*betatheta/4*(A1st
jerne*H2stjerne-A2stjerne*H1stjerne+A3stjerne*H4stjerne-
A4stjerne*H3stjerne))*x(X)^4; 
    Imaginaerdel(X)=2*x(X)*(etaz*gamma+etatheta-
0.25*(betaz*gamma^2*H1stjerne+betatheta*A2stjerne)*x(X)-
(etaz*(betatheta/2*A3stjerne+gamma)+etatheta*gamma^2*(betaz/2*H4stjerne+1))*x(
X)^2+gamma^2*(betaz*betatheta/8*(H1stjerne*A3stjerne-H2stjerne*A4stjerne-
H3stjerne*A1stjerne+H4stjerne*A2stjerne)+0.25*(betaz*H1stjerne+betatheta*A2stj
erne))*x(X)^3); 
    y(X)=0; 
end 
hold on 
plot(x,Reelledel,'red') 
plot(x,Imaginaerdel,'blue') 
plot(x,y,'black') 
legend('Reelldel','Imaginærdel') 
set(legend,'FontSize',30); 
%%Leser av plottet at omegar/omega_theta=0.841 
VdelepaBomegatheta=Vhatt*0.841 
end 
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clear all 
close all 
clc 
  
%Dette skriptet brukes for å regne ut H* og A* for en flat plate og for 
%ulike utforminger av Sognefjordbrua 
  
AD20 = importdata('AerodynamiskeDeriverteCC20m.txt'); 
AD15 = importdata('AerodynamiskeDeriverteCC15m.txt'); 
AD30 = importdata('AerodynamiskeDeriverteCC30m.txt'); 
  
  
for x=1:400 
Vhatt(x)=x/100;     
omegahatt(x)=1/Vhatt(x); 
  
J0 = besselj(0,omegahatt(x)/2) ; 
J1 = besselj(1,omegahatt(x)/2) ; 
Y0 = bessely(0,omegahatt(x)/2) ; 
Y1 = bessely(1,omegahatt(x)/2) ; 
  
F(x)=(J1*(J1+Y0)+Y1*(Y1-J0))/((J1+Y0)^2+(Y1-J0)^2); 
G(x)=-(J1*J0+Y1*Y0)/((J1+Y0)^2+(Y1-J0)^2); 
  
H1stjerne(x)=-2*pi*F(x)*Vhatt(x);  
H2stjerne(x)=(pi/2)*(1+F(x)+4*G(x)*Vhatt(x))*Vhatt(x);   
H3stjerne(x)=2*pi*(F(x)*Vhatt(x)-G(x)/4)*Vhatt(x); 
H4stjerne(x)=pi/2*(1+4*G(x)*Vhatt(x)); 
A1stjerne(x)=-pi/2*F(x)*Vhatt(x); 
A2stjerne(x)=-pi/8*(1-F(x)-4*G(x)*Vhatt(x))*Vhatt(x); 
A3stjerne(x)=pi/2*(F(x)*Vhatt(x)-G(x)/4)*Vhatt(x); 
A4stjerne(x)=pi/2*G(x)*Vhatt(x); 
  
Vhatt2pi(x)=Vhatt(x)*2*pi; 
  
H1stjerneSVV20m(x)=AD20(1,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD20(1,3)*(Vhatt2pi(x))+AD20(1,4); 
H1stjerneSVV30m(x)=AD30(1,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD30(1,3)*(Vhatt2pi(x))+AD30(1,4); 
H1stjerneSVV15m(x)=AD15(1,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD15(1,3)*(Vhatt2pi(x))+AD15(1,4); 
  
H2stjerneSVV20m(x)=AD20(2,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD20(2,3)*(Vhatt2pi(x))+AD20(2,4);  
H2stjerneSVV30m(x)=AD30(2,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD30(2,3)*(Vhatt2pi(x))+AD30(2,4);  
H2stjerneSVV15m(x)=AD15(2,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD15(2,3)*(Vhatt2pi(x))+AD15(2,4);  
  
H3stjerneSVV20m(x)=AD20(3,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD20(3,3)*(Vhatt2pi(x))+AD20(3,4);  
H3stjerneSVV30m(x)=AD30(3,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD30(3,3)*(Vhatt2pi(x))+AD30(3,4);  
H3stjerneSVV15m(x)=AD15(3,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD15(3,3)*(Vhatt2pi(x))+AD15(3,4); 
  
H4stjerneSVV20m(x)=AD20(4,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD20(4,3)*(Vhatt2pi(x))+AD20(4,4);  
H4stjerneSVV30m(x)=AD30(4,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD30(4,3)*(Vhatt2pi(x))+AD30(4,4);  
H4stjerneSVV15m(x)=AD15(4,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD15(4,3)*(Vhatt2pi(x))+AD15(4,4);  
  
A1stjerneSVV20m(x)=AD20(5,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD20(5,3)*(Vhatt2pi(x))+AD20(5,4);  
A1stjerneSVV30m(x)=AD30(5,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD30(5,3)*(Vhatt2pi(x))+AD30(5,4);  
A1stjerneSVV15m(x)=AD15(5,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD15(5,3)*(Vhatt2pi(x))+AD15(5,4);  
  
A2stjerneSVV20m(x)=AD20(6,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD20(6,3)*(Vhatt2pi(x))+AD20(6,4); 
A2stjerneSVV30m(x)=AD30(6,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD30(6,3)*(Vhatt2pi(x))+AD30(6,4); 
A2stjerneSVV15m(x)=AD15(6,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD15(6,3)*(Vhatt2pi(x))+AD15(6,4); 
  
A3stjerneSVV20m(x)=AD20(7,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD20(7,3)*(Vhatt2pi(x))+AD20(7,4); 
A3stjerneSVV30m(x)=AD30(7,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD30(7,3)*(Vhatt2pi(x))+AD30(7,4); 
A3stjerneSVV15m(x)=AD15(7,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD15(7,3)*(Vhatt2pi(x))+AD15(7,4); 
  
A4stjerneSVV20m(x)=AD20(8,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD20(8,3)*(Vhatt2pi(x))+AD20(8,4);  
A4stjerneSVV30m(x)=AD30(8,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD30(8,3)*(Vhatt2pi(x))+AD30(8,4);  
A4stjerneSVV15m(x)=AD15(8,2)*(Vhatt2pi(x))^2+AD15(8,3)*(Vhatt2pi(x))+AD15(8,4);  
  
end 
  
figure 
  
subplot(4,2,1) 
axis([0 4 -40 10]) 
set(gca,'FontSize',16) 
ylabel('H_1^*','FontSize',24) 
hold on 
plot(Vhatt,H1stjerne,'black') 
plot(Vhatt,H1stjerneSVV15m,'red') 
plot(Vhatt,H1stjerneSVV20m,'green') 
plot(Vhatt,H1stjerneSVV30m,'blue') 
  
subplot(4,2,2)  
axis([0 4 -20 60]) 
set(gca,'FontSize',16) 
ylabel('H_2^*','FontSize',24) 
hold on 
plot(Vhatt,H2stjerne,'black') 
plot(Vhatt,H2stjerneSVV15m,'red') 
plot(Vhatt,H2stjerneSVV20m,'green') 
plot(Vhatt,H2stjerneSVV30m,'blue') 
  
subplot(4,2,3)  
axis([0 4 -50 200]) 
set(gca,'FontSize',16) 
ylabel('H_3^*','FontSize',24) 
hold on 
plot(Vhatt,H3stjerne,'black') 
plot(Vhatt,H3stjerneSVV15m,'red') 
plot(Vhatt,H3stjerneSVV20m,'green') 
plot(Vhatt,H3stjerneSVV30m,'blue') 
  
subplot(4,2,4)  
axis([0 4 -15 10]) 
set(gca,'FontSize',16) 
ylabel('H_4^*','FontSize',24) 
hold on 
plot(Vhatt,H4stjerne,'black') 
plot(Vhatt,H4stjerneSVV15m,'red') 
plot(Vhatt,H4stjerneSVV20m,'green') 
plot(Vhatt,H4stjerneSVV30m,'blue') 
  
subplot(4,2,5)  
axis([0 4 -7 9]) 
set(gca,'FontSize',16) 
ylabel('A_1^*','FontSize',24) 
hold on 
plot(Vhatt,A1stjerne,'black') 
plot(Vhatt,H4stjerneSVV15m,'red') 
plot(Vhatt,A1stjerneSVV20m,'green') 
plot(Vhatt,A1stjerneSVV30m,'blue') 
  
subplot(4,2,6)  
axis([0 4 -40 20]) 
set(gca,'FontSize',16) 
ylabel('A_2^*','FontSize',24) 
hold on 
plot(Vhatt,A2stjerne,'black') 
plot(Vhatt,A2stjerneSVV15m,'red') 
plot(Vhatt,A2stjerneSVV20m,'green') 
plot(Vhatt,A2stjerneSVV30m,'blue') 
  
subplot(4,2,7) 
axis([0 4 -50 30]) 
set(gca,'FontSize',16) 
ylabel('A_3^*','FontSize',24) 
xlabel('V/(B \omega _\theta)','FontSize',24) 
hold on 
plot(Vhatt,A3stjerne,'black') 
plot(Vhatt,A3stjerneSVV15m,'red') 
plot(Vhatt,A3stjerneSVV20m,'green') 
plot(Vhatt,A3stjerneSVV30m,'blue') 
  
subplot(4,2,8) 
axis([0 4 -5 20]) 
set(gca,'FontSize',16) 
ylabel('A_4^*','FontSize',24) 
xlabel('V/(B \omega _\theta)','FontSize',24) 
hold on 
plot(Vhatt,A4stjerne,'black')  
plot(Vhatt,A4stjerneSVV15m,'red') 
plot(Vhatt,A4stjerneSVV20m,'green') 
plot(Vhatt,A4stjerneSVV30m,'blue') 
  
legend('Flat Plate','CC15','CC20','CC30') 
set(legend,'FontSize',20); 
  
  
 
 
clear all 
close all 
clc 
  
%Dette skriptet brukes for å finne ut hvilke Ad'er som har mest betydning 
%for stabilitetsgrensen. Den reelle delen og imaginære delen skrives opp på 
%en annen måte enn tidligere. Her brukes en ulik konstant til hver AD, og 
%til produktet av AD'er. 
%Eksempelet gjøres for stabilitetsgrensen funnet tidligere for CC20 hvor  
%omegahatt=0.841 og Vhatt=21.9 
  
omegahattr=0.841; 
B=12.9; 
Bc=31.1; 
rho=1.25; 
mg=14769; 
mgtheta=1.5*10^6; 
mc=9677; 
mtoddelz= mg+2*mc; 
mtoddeltheta=mgtheta+mc*(Bc/2)^2*2; 
betatheta=rho*B^4/mtoddeltheta; 
betaz=rho*B^2/mtoddelz; 
etaz=0.005; 
etatheta=0.005; 
omegatheta=0.52383; 
omegaz=0.38409; 
gamma=omegatheta/omegaz; 
Vhatt=21.9; 
  
AD = importdata('AerodynamiskeDeriverteCC20m.txt'); 
  
H1stjerne=AD(1,2)*(Vhatt*2*pi)^2+AD(1,3)*(Vhatt*2*pi)+AD(1,4); 
H2stjerne=AD(2,2)*(Vhatt*2*pi)^2+AD(2,3)*(Vhatt*2*pi)+AD(2,4); 
H3stjerne=AD(3,2)*(Vhatt*2*pi)^2+AD(3,3)*(Vhatt*2*pi)+AD(3,4); 
H4stjerne=AD(4,2)*(Vhatt*2*pi)^2+AD(4,3)*(Vhatt*2*pi)+AD(4,4); 
A1stjerne=AD(5,2)*(Vhatt*2*pi)^2+AD(5,3)*(Vhatt*2*pi)+AD(5,4); 
A2stjerne=AD(6,2)*(Vhatt*2*pi)^2+AD(6,3)*(Vhatt*2*pi)+AD(6,4); 
A3stjerne=AD(7,2)*(Vhatt*2*pi)^2+AD(7,3)*(Vhatt*2*pi)+AD(7,4); 
A4stjerne=AD(8,2)*(Vhatt*2*pi)^2+AD(8,3)*(Vhatt*2*pi)+AD(8,4); 
  
%Re=A1*H1stjerne+B1*H2stjerne+C1*H3stjerne+D1*H4stjerne+E1*A1stjerne+F1*A2stje
rne 
%+G1*A3stjerne+H1*A4stjerne+I1*A1stjerne*H2stjerne+J1*A2stjerne*H1stjerne 
%+K1*A3stjerne*H4stjerne+L1*A4stjerne*H3stjerne+konst1 
  
konst1=1-(1+gamma^2+4*gamma*etaz*etatheta)*omegahattr^2+gamma^2*omegahattr^4; 
A1=gamma*etatheta*betaz*gamma*omegahattr^3; 
B1=0; 
C1=0; 
D1=-betaz/2*gamma^2*omegahattr^2+gamma^2*betaz/2*omegahattr^4; 
E1=0; 
F1=gamma*etaz*betatheta*omegahattr^3; 
G1=-betatheta/2*omegahattr^2+gamma^2*betatheta/2*omegahattr^4; 
H1=0; 
I1=gamma^2*betaz*betatheta/4*omegahattr^4; 
J1=-gamma^2*betaz*betatheta/4*omegahattr^4; 
K1=gamma^2*betaz*betatheta/4*omegahattr^4; 
L1=-gamma^2*betaz*betatheta/4*omegahattr^4; 
  
%Im=A2*H1stjerne+B2*H2stjerne+C2*H3stjerne+D2*H4stjerne+E2*A1stjerne+F2*A2stje
rne 
%+G2*A3stjerne+H2*A4stjerne+I2*H1stjerne*A3stjerne+J2*H2stjerne*A4stjerne 
%+K2*H3stjerne*A1stjerne+L2*H4stjerne*A2stjerne+konst2 
  
konst2=2*omegahattr*(etaz*gamma+etatheta-
(etaz*gamma+etatheta*gamma^2)*omegahattr^2); 
A2=2*omegahattr*(-
1/4*betaz*gamma^2*omegahattr+gamma^2*1/4*betaz*omegahattr^3); 
B2=0; 
C2=0; 
D2=2*omegahattr*(-etatheta*gamma^2*betaz/2*omegahattr^2); 
E2=0; 
F2=2*omegahattr*(-
1/4*betatheta*omegahattr+gamma^2*1/4*betatheta*omegahattr^3); 
G2=2*omegahattr*(-etaz*betatheta/2*omegahattr^2); 
H2=0; 
I2=2*omegahattr*gamma^2*betaz*betatheta/8*omegahattr^3; 
J2=-2*omegahattr*gamma^2*betaz*betatheta/8*omegahattr^3; 
K2=-2*omegahattr*gamma^2*betaz*betatheta/8*omegahattr^3; 
L2=2*omegahattr*gamma^2*betaz*betatheta/8*omegahattr^3; 
  
%Sjekker at Re og Im blir null 
  
Re=A1*H1stjerne+B1*H2stjerne+C1*H3stjerne+D1*H4stjerne+E1*A1stjerne+F1*A2stjer
ne+G1*A3stjerne+H1*A4stjerne+I1*A1stjerne*H2stjerne+J1*A2stjerne*H1stjerne+K1*
A3stjerne*H4stjerne+L1*A4stjerne*H3stjerne+konst1; 
Im=A2*H1stjerne+B2*H2stjerne+C2*H3stjerne+D2*H4stjerne+E2*A1stjerne+F2*A2stjer
ne+G2*A3stjerne+H2*A4stjerne+I2*H1stjerne*A3stjerne+J2*H2stjerne*A4stjerne+K2*
H3stjerne*A1stjerne+L2*H4stjerne*A2stjerne+konst2; 
 
Tillegg B
Programfiler til Alvsat
B.1 Input-fil for bro over Sognefjorden c/c 15
TEXT Kryssing av Sognefjorden. 12.03.2013
0,5 % strukturell demping
c/c 15
MODE
1 1 1
1 1 1
1 1 1
STRU
2.5 1.21 12.9
3700 5 370 34.24
14255 9677 77400E4 2.1588E12
0
0.18193 0.18193 0.38051 0.38051
0.911 13.05
4234110 1.15
1.8522E11 1.9106E13 1.7224E11 0.200E12
FREQ
14
10
0 0 0 0
30 50 1
ENVI
2 2
30 80 0.0232 61.16
1 1 0.9 1.25
COEF
1.523
0
1.0
-0.145
5.46
89
Maria Voigt
0.134
0.04
STAT
20 20 20
DYNA
1 1 1
0 0 0
600
0.005 0.005 0.005
0.005 0.005 0.005
0.005 0.005 0.005
0.005 0.005 0.005
0.005 0.005 0.005
0.005 0.005 0.005
200
200
200
200
200
200
END
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Tillegg B. Programfiler til Alvsat
B.2 Input-fil for bro over Sognefjorden c/c 20
TEXT Kryssing av Sognefjorden. 12.03.2013
0,5 % strukturell demping
c/c 20
MODE
1 1 1
1 1 1
1 1 1
STRU
2.5 1.21 12.9
3700 5 370 34.24
14769 9677 78970E4 2.1588E12
0
0.18193 0.18193 0.38051 0.38051
0.911 15.55
6350000 1.15
1.8522E11 1.9106E13 1.7224E11 0.200E12
FREQ
14
10
0 0 0 0
30 50 1
ENVI
2 2
30 80 0.0232 61.16
1 1 0.9 1.25
COEF
1.754
0
1.0
0.118
6.370
0.185
-0.8
STAT
20 20 20
DYNA
1 1 1
0 0 0
600
0.005 0.005 0.005
0.005 0.005 0.005
0.005 0.005 0.005
0.005 0.005 0.005
0.005 0.005 0.005
0.005 0.005 0.005
200
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200
200
200
200
200
END
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Tillegg B. Programfiler til Alvsat
B.3 Input-fil for bro over Sognefjorden c/c 30
TEXT
Kryssing av Sognefjorden. 12.03.2013
0,5% strukturell demping
c/c 30
MODE
1 1 1
1 1 1
1 1 1
STRU
2.5 1.21 12.9
3700 5 370 34.24
14957 9677 79100E4 2.1588E12
0
0.18193 0.18193 0.38051 0.38051
0.911 20.55
11319243 1.15
1.8522E11 1.9106E13 1.7224E11 0.200E12
FREQ
14
10
0 0 0 0
30 50 1
ENVI
2 2
30 80 0.0232 61.16
1 1 0.9 1.25
COEF
1.819
0
1.0
-0.2
6.96
0.194
-3.24
STAT
20 20 20
DYNA
1 1 1
0 0 0
600
0.005 0.005 0.005
0.005 0.005 0.005
0.005 0.005 0.005
0.005 0.005 0.005
0.005 0.005 0.005
0.005 0.005 0.005
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200
200
200
200
200
200
END
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Tillegg B. Programfiler til Alvsat
B.4 Output-fil for bro over Sognefjorden c/c 20
95
tttttttt
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00t000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000t0
00t00000000000000000000000000t000t00t00000000000000000000000000000000000000000t0
00t000000000000t0t0tt000000000000000000000000000000000000000000000000000000000t0
00t000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000t0
00t000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000t0
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00t0ttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttt0t0
00t0ttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttt0t0
00t0ttttttttttttttttttttttttttttttt0t00000000000ttttttttttttttttttttttttttttt0t0
00t0ttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttt0t0
00t0ttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttt0t0
00t0ttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttt0t0
00t0ttttt000ttttt0000tttttttt000ttttt000ttt0000000ttttttt000ttttt00000000000t0t0
00t0tttt00000tttt0000tttttttt000ttttt000tt000000000ttttt00000tttt00000000000t0t0
00t0ttt0000000ttt0000tttttttt000ttttt000t00000000000ttt0000000ttt00000000000t0t0
00t0tt000000000tt0000tttttttt000ttttt000t00000000000tt000000000tt00000000000t0t0
00t0t00000000000t0000tttttttt000ttttt000t00000000000t00000000000t00000000000t0t0
00t0t00000t00000t0000tttttttt000ttttt000t0000ttt0000t00000t00000ttttt000ttttt0t0
00t0t0000ttt0000t0000tttttttt000ttttt000t0000tttttttt0000ttt0000ttttt000ttttt0t0
00t0t0000ttt0000t0000tttttttt000ttttt000t00000ttttttt0000ttt0000ttttt000ttttt0t0
00t0t0000ttt0000t0000tttttttt0000ttt0000t000000tttttt0000ttt0000ttttt000ttttt0t0
00t0t0000ttt0000t0000tttttttt0000ttt0000tt000000ttttt0000ttt0000ttttt000ttttt0t0
00t0t0000ttt0000t0000tttttttt0000ttt0000ttt000000tttt0000ttt0000ttttt000ttttt0t0
00t0t0000ttt0000t0000ttttttttt0000t0000ttttt000000ttt0000ttt0000ttttt000ttttt0t0
00t0t0000ttt0000t0000ttttttttt0000t0000tttttt000000tt0000ttt0000ttttt000ttttt0t0
00t0t00000000000t0000ttttttttt0000t0000ttttttt000000t00000000000ttttt000ttttt0t0
00t0t00000000000t0000tttttttttt0000000ttttttttt00000t00000000000ttttt000ttttt0t0
00t0t00000000000t0000tttttttttt0000000tttttttttt0000t00000000000ttttt000ttttt0t0
00t0t00000000000t0000tttttttttt0000000tttttttttt0000t00000000000ttttt000ttttt0t0
00t0t00000000000t0000ttttttttttt00000ttttttttttt0000t00000000000ttttt000ttttt0t0
00t0t0000ttt0000t0000ttttttttttt00000tttt0000ttt0000t0000ttt0000ttttt000ttttt0t0
00t0t0000ttt0000t00000000000tttt00000tttt00000000000t0000ttt0000ttttt000ttttt0t0
00t0t0000ttt0000t00000000000ttttt000ttttt00000000000t0000ttt0000ttttt000ttttt0t0
00t0t0000ttt0000t00000000000ttttt000ttttt00000000000t0000ttt0000ttttt000ttttt0t0
00t0t0000ttt0000t00000000000ttttt000tttttt000000000tt0000ttt0000ttttt000ttttt0t0
00t0t0000ttt0000t00000000000tttttt0tttttttt0000000ttt0000ttt0000ttttt000ttttt0t0
00t0ttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttt0t0
00t0ttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttt0t0
00t0ttttttttttttttttttttt000000000000000000000000000000tttttttttttttttttttttt0t0
00t0ttttttttttttttttttttt0000000000t0000000000000000000tttttttttttttttttttttt0t0
00t0ttttttttttttttttttttt000000000000000000000000000000tttttttttttttttttttttt0t0
00t0ttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttt0t0
00t0ttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttt0t0
00t0ttt0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000ttt0t0
00t0ttt0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000ttt0t0
00t0ttt00000000000000000000000000000t00000t0t0tt00000000000000000000000000ttt0t0
00t0ttt00000000000000000000t0000000000000000000000000000000000000000000000ttt0t0
00t0ttt0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000ttt0t0
00t0ttt00000000000000000000t000tt00000t00t0000t000000000000000000000000000ttt0t0
00t0ttt0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000ttt0t0
00t0ttt0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000ttt0t0
00t0ttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttt0t0
00t000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000t0
00ttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttt0t0
00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00 00000000
00000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000001 00110t0t110000000000000000000
000000000000t0010000t0t110000000000000000000
0000000000010t001000t0t110000000000000000000
000000000 10 0t10:t0t00000000
0000000000100 000000 000 000:t0000000000000010000 000000t0000
000000
tttttttt
000000000000000 000t0 000100 00000000000000000000 000t0000000
00000000000t 00000t0001t 100000000000000000000000 00000t00000
000000000000  00 00000000 00000000000000000001000 0000t000000
0000000000100 000000000000:t00001000t01t 10010000 00t00000000
00000000000t 0000001000t0101t 1000000000000000000 00t00000000
00000000000t00000000 000000000000000000000000 000 00t00000500
00000000000t000000000t0001t 1000 00001t 10 001000 000000t0000
0000000000000000000000t0001t 100 00001t 10 000000 00t00000500
000000000000 000010000 00000000000000000000000000 00t00000500
0000000000t110100t00000000 0t000100000000000 0000 000t0000000
000000000001:01t100000000000000 0000000000000 000 000t0000000
000000000001:01t10000000000000000001t 01000001000 000t0000000
000000000001:01t10 000000000000 000000000000  000 0000t000000
000000000000000000000 000000000000000000000000000 00t00000000
000000000000000000000001000t01t 10000000000000000 00t00000000
000000000000000t10000t000000001000t01t 1000000000 00t00000000
0000000000100 000000 t1000t10000000000000000:0000 00t00000000
00000000000000100 0000000000 000 000:t000000:0000 00t00000000
00000000001t 100010:00000 t1000t10000000000000000 00t00000000
00000000001t 100010:00000 t1000t10000000000000000 00t00000000
00000000000000t0100 00 0000:00000000t00t100000
000000000000000t0 0000t00000001000000000
0000000000 10t00000000000000000000000000000000000 00t00000000
00000000000t10000000000t0100 00 000
000000000000001t 100000000000000000000000000 1000 000000t0000
00000000000t0000000000000000000t00000000000000000 00t00000500
00000000000000 000t10100:000000000
0000000000100000001000000000t1001t 100000000t1000 000t0000000
0000000000 00000 00000000000000 00000000000000000 00t00000500
0000000000 t0:00 0000000t010000000000000000000 00 00t00000500
00000000000000000t10000000000000000000000000 0000 00t00000500
0000000000000 1 0000001t000100100001t 10000001000 00t00000500
00t0t00000000  00110t0t110000
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000 0 0000001000001000000 001 0000000000000000000
00000000000 0 0000000000t10000000 000 0000000000000000000
0000000000000  001100t0 0000000000t0000000t010000
000000000010 0001000000000000001t100000000000000 00t00000000
0000000000 ::0001000000000000001t1000000000000t0 00t00000000
000000000010 00010000000000000000t10000000000000 00t00000000
0000000000 ::00010000000000000000t100000000000t0 00t00000000
00000000000t000 000 0 0000000000t000000000000t00 00000
000000000000t0000000000t100000
0000000000000  001100t0 00000t010000000000000000 00000
0000000000 000 000010000000t00000000000000011000 00000
000000000011 000000000011 000000100t000000000
000000000000t100t0t0000000
0000000000000 000:0100 00 0001: 0 00
0000000000ttttttttttttttttttttttt
0000000000 00000:0000t0000001000100000000 000 00  000 0 00000t000000
00000000000000 0t10100 00001t100000 00000t0000 01  0000 000000t00000
00000000000 0  1001000000000010 0100:000000000000000000 000t00000000
000000000010t0t1000000010000 000t 0000000000000000
0000000000 00 0000000000 000 00001000000000000000000000 00000t000000
0000000000 000000101001000000t 00000000 00 000000000000 00000t000000
00000000000 0  1001000000000010000000001t10001010010000 000t00000t00
00000000000000 0t10100 00001t100000 00001t0000000000000 000000t00000
00000000000000 0t10100 00001t100000 0000 t0000000000000 00000t000000
00000000000000 0t10100 00001t100000 00000t0000000000000 00000t000000
00000000000000 0t10100 00001t100000 00001t0000000000000 00000t000000
00000000000000 0t10100 00001t100000 0000 t0000000000000 00000t000000
000000
tttttttt
0000000000t10t00t1 0000000000000000000t00t000:0100 0000 000t00000000
0000000000 00t0000000000000000000t00t000:0100 000000000 000t00000000
0000000000 00t0000000000000000000t00t000:0100 000000000 000t00000000
00000000000000t00000  000000  0 00000000000000000000000 000t00000t00
0000000000000 00010000001000 0100000 0101: 0 00
0000000000ttttttttttttttttttttttttttttttttttt00
0000000000001t100t100000000 000t1000:t0t00000  0   00000t000000000000t0000000
0000000000001t100t10000000001t1000:t0t000000  0  0 00000t000000000000t0000000
0000000000t000t 00100001t00000 00 000010t000000000
0000000000000 000000t0001t 10000000000000000000000 0000t00000000
000000000000000010000t0000000000000000000000000000 00000t0000000
01000001000000 000000t10000 0
000000000010  000 000000t0000000000t00000000000t00000000000t000000000000t0000000
0000000000100  000 0000t00000000000t00000000000t00000000000t00000000000t00000000
0000000000101 000 000000t0000000000t00000000000t00000000000t000000000000t0000000
000000000011  000 00000t00000000000t00000000000t00000000000t00000000000t00000000
0000000000110  000 00000t0000000000t00000000000t00000000000t000000000000t0000000
000000000010  000 00000t00000000000t00000000000t00000000000t00000000000t00000000
0000000000100  000 000tt00000000000t00000000000t00000000000t0000000000tt00000000
00t0t0000000t0010t0t110000
00000000000 0 000000000000t100000000:00001t11 1t00000
0000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000
00t0t00000010t0010t0t110000
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000100000000000 00 0000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000 0t00000000000000000000000000000t0000
0000000000100001t100t0:00 00t000000
00000000001000 000000 00000t00000t0000t00000t0000t00000t00
00000000001000 000000 00000t00000t0000t00000t0000t00000t00
00000000001000 000000 00000t00000t0000t00000t0000t00000t00
00000000001000 000000 00000t00000t0000t00000t0000t00000t00
00000000001000 000000 00000t00000t0000t00000t0000t00000t00
00000000001000 000000 00000t00000t0000t00000t0000t00000t00
00000000001000 000000 00000000t0000000000t0000000000t00000
00000000001000 000000 00000000t0000000000t0000000000t00000
00000000001000 000000 00000000t0000000000t0000000000t00000
00000000001000 000000 00000000t0000000000t0000000000t00000
0000000000********************************************
000000000**********00000 000t10000:00000*************
000000000********************************************
000000
tttttttt
000000000*****00 0: 00000000000000  00110t0t110000*****
000000000000t1 t000000000100000010000000
0000000000000000000000:00000000000000  0011
000000000000000000000000001000000000t00001
00000000000000000000000t0000000000000t00000
00000000000000000000000t0000000000000t00000
00000000000000000000000t0000000000000t00000
00000000000000000000000t0000000000000t00000
00000000000000000000000t0000000000000t00000
000000000000 0000010000t00000
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000 0000000000001t 100000000 0000000000001t 100000000 0000000000001t 100
0
0000000000t00000500000t000005000000t00000t0000tt00000500000tt00000500000
t00000500
0000000000t00000500000t00000t000000t00000500000t00000500000tt0000050000
tt00000500
0000000000t00000t0000tt00000t000000t00000500000t00000t000000t00000500000
t00000t00
0000000000t00000t0000tt00000t000000t00000t0000tt00000t000000t0000050000
tt00000t00
000000000tt00000t00000t00000t00000tt00000t00000t00000t000000t00000t0000
tt00000t00
0000000000t00000t0000tt00000t000000t00000t0000tt00000t00000tt00000t00000
t00000t00
000000000tt00000t0000tt00000t00000tt00000t00000t00000t000000t00000t0000
tt00000t00
0000000000t00000t0000tt00000t000000t00000t0000tt00000t00000tt00000t00000
t00000t00
0000000000t00000t0000tt00000t00000tt00000t00000t00000t000000t00000t0000
tt00000t00
0000000000t00000t0000tt00000t000000t00000t0000tt00000t00000tt00000t00000
t00000t00
0000000000t00000t0000tt00000t00000tt00000t00000t00000t000000t00000t0000
tt00000t00
000000000tt00000t00000t00000t000000t00000t0000tt00000t00000tt00000t00000
t00000t00
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Tillegg C
Plot
C.1 Plot av stabilitetsgrensen i flutter for bro over
Sognefjorden c/c 30
Figur C.1: Den reelle og imaginære delen som funksjon av ωˆr n˚ar Vˆ er mellom 10 og 20 for c/c
30
117

Tillegg D
Regneark
D.1 Parametre for de ulike avstivningsbærerne
119
15 20 30 Vekt av en kasse
6542
25 30 40
Vekt av en tverrbærer cc 20
1171 1405 1873 1405
Regnet ut 14255 14489 14957
Oppgitt fra SVV 14769 1.01932501 OK
735975 1308400 2943900
79031
Imavst, utregnet 757050 1329475 2964975
Imavst, oppgitt- 1600000 - 1.2035
Imkab, utregnet 3296035 4679846 8173243
Imkab, oppgitt- 4567746 - 0.9760 OK
Imhstag, utregnet 181025 181025 181025
Imhstag, oppgitt- 181025 - 1.0000 OK
TOTAL 4234110 6190346 11319243
Oppgitt 6350000 1.0258
STRU
Lik for de tre utformingene CC15 CC20 CC30
DG 2.5
DC 1.21
BG 12.9
L 3700
HM 5
F 370
NY 34.24
MG 14255 14769 14957
MC 9677
H 7.74E+08 7.80E+08 7.91E+08
EIZ 2.16E+12
G -
S0 0
PI1 0.18193
PI2 0.18193
FI1 0.38051
FI2 0.38051
HR 0.911
BC 13.05 15.55 20.55
M 4234110 6350000 11319243
AC 1.15
EIX 1.85E+11
EIW 1.91E+13
GIT 1.72E+11
Massetreghetsmoment
Faktor (skyldes forenklinger)
Faktor (skyldes forenklinger)
Faktor (skyldes forenklinger)
Avstand mellom tyndepunkt til kassene
Lengde av tverrbærer
Vekt av en tverrbærer
mg
Faktor (skyldes forenklinger)
mgtheta
EC 2.00E+11
COEF
Lik for de tre utformingene CC15 CC20 CC30
Cd 1.523 1.754 1.819
Cd' 0
CdKabel 1
CL -0.145 0.118 -0.2
CL' 5.46 6.37 6.96
Cm 0.134 0.185 0.194
Cm' 0.04 -0.8 -3.24
Maria Voigt
D.2 Betydning av de ulike aerodynamiske deriverte
122
konst1 -0.09250000 konst2 0.00070365
A1 0.00003372 A2 -0.00117373 H1* -120.10224
B1 - B2 - H2* 76.78902
C1 - C2 - H3* 2330.06113
D1 -0.00117373 D2 -0.00003372 H4* -76.55651
E1 - E2 - A1* -8.39583
F1 0.00002272 F2 0.00062506 A2* -238.83964
G1 0.00062506 G2 -0.00001666 A3* 312.10669
H1 - H2 - A4* -13.03436
I1 0.00000794 I2 0.00000794
J1 -0.00000794 J2 -0.00000794
K1 0.00000794 K2 -0.00000794
L1 -0.00000794 L2 0.00000794
konst1 -0.09250000 konst2 0.00070365
A1xH1* -0.00405010 A2xH1* 0.14096814
B1xH2* - B2xH2* -
C1xH3* - C2xH3* -
D1xH4* 0.08985702 D2xH4* 0.00258165
E1xA1* - E2xA1* -
F1xA2* -0.00542641 F2xA2* -0.14928810
G1xA3* 0.19508409 G2xA3* -0.00519939
H1xA4* - H2xA4* -
I1xA1*xH2* -0.00512077 I2xA3*xH1* -0.29773258
J1xA2*xH1* -0.22783986 J2xA4*xH2* 0.00794989
K1xA3*xH4* -0.18978303 K2xA1*xH3* 0.15538291
L1xA4*xH3* 0.24122892 L2xA2*xH4* 0.14523147
Re= 0.00144985 Im= 0.00059765
Re(fra matlab)= 0.00144985 Im(fra matlab)= 0.00059765
H4* H1*
A3* A2*
A2*,H1* A3*,H1*
A3*,H4* A1*,H3*
A4*,H3* A2*,H4*
A3* A2*
H4* H1*
REELL DEL IMAGINÆR DEL
REELL DEL IMAGINÆR DEL
Viktige AD'er
